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2024. aasta 12. klassi matemaatikaoliimpiaadi 16ppvoor liheb ajalukku rekor-
diliselt madalate tulemustega. Keskmiseks ja mediaantulemuseks kujunes vasta-
valt 6,3 ja 4 punkti 35-st voimalikust. I, II ja IIT auhinna andis vastavalt 3, 2 ja
1 iilesande dralahendamine 5-st. 5 6pilast 24-st 16ppvoorus osalenust said lausa
0 punkti. Komplekt oli seega enneolematult karm. Kuidas niisugune asi juhtuda
sai? Miks iilearu rasked komplektid head ei ole? Kas ja kuidas saaks sarna-
seid probleeme tulevikus viltida? Nendele kiisimustele otsimegi siinses artiklis
vastuseid.

Uhest kiiljest voib muidugi delda, et tegemist on puhta statistikaga ning et
aastast aastasse keskmine tulemus koigubki. 2021. aastal oli 12. klassi keskmine
tulemus néaiteks 20,0, 2022. ja 2023. aastal aga 11,5 punkt. Need tulemused
moodustavad mingi jaotuse ning ekstreemsed véartused on eeldatavasti kiill
haruldased, aga siiski mitte véimatud, ja 2024 juhtuski lihtsalt olema haruldaselt
halb aasta.

Seda selgitust voiks pidada rahuldavaks, kui oliimpiaaditulemused oleks stii-
hilise loodusliku protsessi tagajirg. Reaalsuses médrab tulemuse aga opilaste ta-
seme ning ziirii poolt valitud iilesannete raskuse vahekord. Loomulikult kéigub
ka Opilaste tase aasta-aastalt monevorra, kuid kindlasti mitte nii palju, et sel-
gitada keskmise tulemuse enam kui kolmekordset langust kolme aasta jooksul.
Enamus sellest langusest tuleb paratamatult kirjutada ziirii valitud iilesannete
arvele, mis Opilaste tasemega piisavalt ei arvesta.

Toele au andes tuleb muidugi tunnistada, et iilesannete valimine on ise viga
keeruline ning paljude kitsendustega iilesanne. Peale raskusastme tuleb jélgida
veel, et koik klassid saaksid igast klassikalisest teemast (kombinatoorika, algeb-
ra, arvuteooria, geomeetria) vihemalt iihe iilesande, et komplektid ei kordaks
liigselt eelmiste aastate omi ning et tilesanded ise oleksid matemaatiliselt huvita-
vad. Enne oltimpiaadi pakub iga ziiriiliige teatud hulga kas enda véilja moeldud
voi teiste riikide oliimpiaadidelt véetud/kohandatud iilesandeid ning Ziirii pa-
neb neist iihise arutelu kédigus komplektid kokku. 9.-12. klassi 16ppvooru jaoks
on vaja 4 -5 = 20 iilesannet ja seda on tegelikult viga palju. Hea komplekti
valimiseks voiks pakkumisi olla kaks korda rohkem, aga mitte alati pole 40-t
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illesandekandidaati votta.

Teisest kiiljest tahab ziirii pakkuda lahendajatele huvitavat peamurdmist ja
kahjuks kipuvad huvitavamad iilesanded sageli ka keerukamad olema. Loomuli-
kult saavad 9. klassi opilased kodige lihtsamad iilesanded endale, 10. ja 11. klassile
jadavad juba keerukamad ning 12. klassile koige keerulisemad pakkumised. Nii-
siis on 12. klassi tasemesse ebaproportsionaalselt korge raskusaste mones mottes
ette sisse programmeeritud. Paraku otsustas ziirii 2024. aastal sellele raskusast-
mele veel “vinti peale keerata” (niiteks 1. iilesandes, mida allpool tépsemalt
kisitleme).

Ulimadala keskmise tulemuse kohta voib ka oelda, et iseenesest ei juhtu-
nud ju midagi hullu, opilased said reastatud ning rahvusvahelise matemaati-
kaoliimpiaadi (IMO) kandidaadid vélja valitud. Kes saavutas parema tulemu-
se raskete iilesannetega, oleks suure toendosusega tulnud etteotsa ka kergema-
tega, ja auhinnasaajate seltskond polekski mérkimisvéirselt teistsugune saa-
nud. Viimase viitega olen isegi nous, aga siinkohal tuleb tdhele panna, et IMO
voistkonna kandidaatide valimine pole kaugeltki oliimpiaadi ainus eesmérk. Ees-
ti Matemaatika Seltsi oliimpiaadimatemaatika ithenduse statuut! seab muuhul-
gas sihiks

o populariseerida Festi opilaste seas matemaatikat ja innustada neid end
matemaatikas arendama rohkem kui kooliprogramm ette ndeb ja

e kanda hoolt Festi tleriigilise matemaatikaolimpiaadi korraldajate jdrel-
kasvu sdilimise eest.

Votan endale vabaduse viimast punkti laiendada ning viita, et matemaa-
tikaoliimpiaadide iilesanne iildiselt on tagada Eesti matemaatikute jérelkasv.
Olukorras, kus ametlikku kooliprogrammi on viimaste aastakiimnete jooksul
jarjepidevalt koomale tommatud, on voistlused sisuliselt ainus koht, kus 6pilased
puutuvad kokku téestamise ning keerukamate iilesannetega. Oliimpiaadi 16pp-
vooru jouavad vastavate aastakiikude koige andekamad noored, kes on selleks
voistluseks aastaid valmistunud.

Piitidkem endale niiiid korraks ette kujutada, mis toimub noore inimese
peas, kui ta kogu ettevalmistusele vaatamata saab loppvoorus 35st voimalikust
4 punkti voi vihem (nagu 2024. aastal juhtus rohkem kui pooltega 12. klassi
16ppvooru joudnutest). Ma pole viinud lédbi kiisitlust koigi osalenute seas, aga
minu meelest on kdige loomulikum reaktsioon “Ma ei saa matemaatikaga hakka-
ma!”. Emotsionaalset noort inimest ei aita lohutus, et ziirii pingutas iilesannete
raskusastmega seekord iile rohkem kui tavaliselt, sest punktiskoor koneleb vas-
tuvaidlematut keelt.

Eriti kahetsusvéadrsed on sellised tunded 12. klassi kevadel, st ajal, mil koo-
lilopetaja valib edasist elukutset. Ma ei tea, kui palju oli 2024. aasta loppvoorus
“porunute” seas neid, kes kaalusid matemaatikadopinguid iithe voimalusena ning
loobusid sellest mottest péarast oodatust mérgatavalt halvemat oliimpiaaditule-
must. Aga Festi iihiskond on véiga viike ja isegi kui me kaotasime tédnu ziirii

Ihttps://matemaatika.eu/omu/omu-statuut/
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tegevusele ainult méne noore, kellest oleks véinud saada niiteks suurepérane
matemaatikadpetaja, on seda liiga palju.

Teisiti sonastades — peale ratsionaalse suhtumise tulemusse (“Ma sain 4
punkti, aga see andis mulle koigi Eesti 12. klassi dpilaste seas 11. koha!”) on
olemas ka emotsionaalne suhtumine (“Ma sain 4 punkti, mis on napilt iile 10%
maksimumist. Ma olen matemaatikas téiesti lootusetu!”). Lahendajatele iile jou
kéivaid komplekte koostades ignoreerib ziirii emotsionaalset aspekti, mis samas
méirab palju noore inimese kéitumises, eriti just eriala valikul. Kokkuvottes ei
tdida oliimpiaadimatemaatika ithendus enda eesmérki ega taga Eesti matemaa-
tikute jarelkasvu.

Selleks, et paremini moista, mis 2024. aasta 12. klassi loppvoorus juhtus,
analiiiisime seal antud tilesandeid ldhemalt.

1. iilesanne

oli kahtlemata koige vastuolulisem. Kui sageli valitakse komplekti 1. iilesanne
lihtsamate killast (nii on see néiteks traditsiooniliselt IMO puhul), siis seekord
pingutas ziirii eriliselt kovasti, et niigi raskest probleemist peaaegu lootusetu
teha.

Ulesandes tuleb toestada, et Fibonacci jada (Fy=F,=1,F;,o=F,1+F
(i = 1)) liitkmed number 2018,2019,...,2024 on kordarvud. Lahendus kasutab
lemmat, mille pohjal F;, i F,, kui m i n; niisiis piisab veenduda, et arvud
2018, 2019, ...,2024 on ise kordarvud.

Siin peitub iilesande esimene konks. Uhest kiiljest on m i n = F,,, i F,, niol
tegu histi tuntud tulemusega (vt nt [3, IV peatiikk, 19. iilesanne], [2, jaotis
6.6]), millele opilane voib lahenduses lihtsalt viidata. Selle peale seisaks ziirii
raske valiku ees — kas trahvida lahendajat selle eest, et ta klassikalise lemma
toestust kirja ei pannud, voi leppida olukorraga, et konkreetse &pilase jaoks
muutus iilesanne triviaalseks. Juba niisuguse valiku oht peaks selle iilesande
komplektist diskvalifitseerima.

Samuti palun tosta kési neil ziiriilikmetel, kes seda lemmat teadsid. Hésti,
ja niitid nende seast, kes ei teadnud — palun tostke kisi, kes selle abitulemuse
tunni aja jooksul iseseisvalt vilja motlesid ja toestasid.

Ma tahan 6elda, et kui lahendaja vajalikku lemmat ei tea, pole piiratud
ajaga selle peale tulemine sugugi lihtne. Palju loomulikum on vaadelda konk-
reetseid algarve ning uurida jada (F;) elementide jiike nende algarvude suhtes.
Vastavates jadkide jadades tekivad jaguvusseaduspérasused, mida pole keerukas
toestada. Nii néiteks jagub iga kolmas Fibonacci arv 2-ga, iga neljas 3-ga, iga
viies 5-ga, iga seitsmes 13-ga jne. Nende téhelepanekute abil 6nnestub niidata,
et F2019,F2020,F2022,F2023,F2024 on kordarvud. F2018 ja F2021 kordarvulisuse
toestamiseks tuleks niisuguse vottega aga leida, et iga 1009-s jada liige jagub
2017-ga ning iga 43-s liige jagub 433494437-ga.

Hindamisskeemis on mainitud, et paljud 6pilased tulid selle idee peale, kuid
teenisid 0 punkti, sest iilesannet parandanud ziiriililkme hinnangul oli tegu prak-
tikas teostamatu l&dhenemisega.
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Niisugune hindamisskeemi kujundamise pohiméte tekitab protesti mitmest
seisukohast. Esiteks vilistab selline “koik v6i mitte midagi” kontseptsioon si-
suliselt osaliste punktide andmise voimaluse ja see on halva hindamisskeemi
tunnus. Kui dpilane on suutnud meelega segaseks aetud tekstist (sellest pike-
malt allpool) Gigesti aru saada ning tdestada vajaliku viite 5 arvu jaoks 7-st, ei
saa kuidagi 6elda, et ta pole midagi sisulist dra teinud. Seda eriti olukorras, kus
toestus pole ka nende 5 arvu korral triviaalne.

Lisaks on vaieldav argument iilejadnud toestuse praktilisest teostamatusest.
Toepoolest, kisitsi pole tegurini 433494437 voistluseks eraldatud 5 tunni jook-
sul voimalik jouda, aga monerealine arvutiprogramm teeks selle t66 dra téiesti
moistliku ajaga®. Mingis mottes on arvuti kasutamise keeld oliimpiaadil iisna
kunstlik, sest praktikas kasutavad matemaatikud arvuteid oma t66s igapéevaselt.
AKKi oleks aeg matemaatikavoistlustel see kunstlik piirang kaotada? Jah, see
tdhendaks muuhulgas vajadust voistluste formaati ja tilesandetiiiipe muuta ning
kokkuvottes oleks tegemist iisna teistsuguse iiritusega, aga voib-olla oleks ka nii-
sugustel voitstlustel oma koht ja sihtrithm?

Tulles tagas konealuse iilesande juurde vdidan ma, et idee uurida Fibonacci
jada liikmete jadke teatud algarvude jargi pole sugugi rumal ning viib véiksema
vOi suurema t66ga lopuks ka sihile. Niisuguste lahenduste eest 0 punkti andmine
on lihtsalt iilekohtune.

Siit jouame oliimpiaadikorralduse iihe laiema probleemini. Hindamisskeemi
kujundamine on ainult {ihe inimese vastutusalas ning tema otsused skeemi osas
on sisuliselt vaidlustamatud. Ma saan viga hésti aru, miks opilased ei saa hin-
damisskeemi apelleerida — siis taanduks enamus apelleerimist skeemi iile arut-
lemiseks. See aga ei tdhenda, et iilejddnud ziiriil ei voiks hindamisskeemi osas
kaasarddkimise digust olla. Ma olen iisna kindel, et kui teised ziiriiliikmed olek-
sid antud iilesandesse ja tema hindamisse rohkem siivenenud, oleksid ka nemad
parandaja poolt pakutud skeemi kiisitavaks pidanud.

Kartes, et iilesanne “TGesta, et Fygis, ..., Fooos on kordarvud” jéab liiga
lihtsaks, otsustas ziirii sonastada kiisimuse hoopis kujul “Kui mitu arvudest
Fo018, ..., Fogoq on algarvud?” Suurte tdisarvude algarvulisuse testimine on
iildjuhul keerukas iilesanne ning kindlasti mitte ei ole see tehtav tunni aja jook-
sul paberi ja pliiatsiga. Opilane peaks niiiid &ra aimama, et ainus vastus, mida
tal oleks vihegi lootust tdestada, on 0. Aga veelkord, selle aimduse tekkimiseks
peaks ta omama ettekujutust algarvulisuse testimisest, mis jadb kooliprogram-
mist kaugele vélja.

Kuigi ilesanne oli juba oma matemaatilise sisu poolest viga raske, otsustas
ziirii lisada tédiendavat keerukust tekstilise “soustiga”. Meil on seitse jarjestikust
arvu, niisiis toogem sisse seitse poialpoissi! Kuidas teha nii, et nad saaksid vas-
tavalt arvud Foo1s, ..., Fogo4? Las korjavad rannas teokarpe (ja mis sellest, et
Fa024 ~ 4,38 - 1022 me oleme juba nagunii otsaga muinasjutumaal). Selleks, et
Fibonacci arvud jooksma saada, laseme teokarpe korjata mooda tsiiklit. Kok-
kuvottes oli tulemuseks jargmine tekst:

2Minu 3,9GHz protsessoril jooksis optimeerimata Python-programm iihes 16imes 3 minutit
ja 42 sekundit.
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Seitse poialpoissi korjab rannas teokarpe. Algul korjab esimene pdoial-
poiss iihe teokarbi, seejdrel teine poialpoiss samuti tihe teokarbi. Igal
jargmisel sammul korjab jargmine péialpoiss samapalju teokarpe, kui
on kahel eelmisel pdéialpoisil kokku. Kui koik pdialpoisid on korra
teokarpe korjanud, alustatakse uut ringi samas jarjestuses. Igal vuel
ringil korjab iga poialpoiss niipalju teokarpe juurde, et tal oleks neid
samapalju kui kahel eelmisena korjanud poialpoisil kokku. Poialpoisid
lopetavad, kui kokku on tehtud 2024 korjamist. Mitmel poialpoisil on
lopus teokarpide arv algarv?

Jah, muidugi on funktsionaalne lugemisoskus matemaatikavoistlustel edu-
kaks esinemiseks vajalik eeltingimus, aga opilaste iilearu segadusse ajamine po-
le ka pohjendatud. Néiiteks lauset “Igal uuel ringil korjab iga poialpoiss niipal-
ju teokarpe juurde, et tal oleks neid samapalju kui kahel eelmisena korjanud
poialpoisil kokku.” on iisna lihtne moista nii, et poialpoiss korjab oma korral
niipalju teokarpe juurde kui kaks eelmist oma korral kokku korjasid. Vestlesin
péarast voistlust {ihe osavotjaga ning tema véitel saadi sellest iilesandest aru
vihemalt viiel erineval moel. Ma pole ise voistlustéodega tutvunud ega suuda
seda vaidet s6ltumatult kinnitada, aga ma olen nous, et sel korral lisas “soust”
niigi raskele iilesandele tarbetut keerukust.

Kokkuvotteks hindas ziirii 1. iilesande raskusastet valesti ning tundub olevat
eraldi pingutanud, et lahendajate elu véimalikult kibedaks muuta.

2. iilesanne

kiisis, kas leidub selline funktsioon f: R — R, et

Vo,y € R: f(x)+ f(fw) + f(f(f(2) =z +y.

Funktsionaalvorrandite klassis pole iseenesest tegemist raske iilesandega. La-
henduse kdaige keerukam samm on tulla alguses asenduse y = f(z) peale (stan-
dardsemad votted x = 0, y = 0, x = y jmt ei vii vihemasti esimese hoo-
ga eriti kuhugi). Samas on funktsionaalvorrandid {ildiselt &pilastele viiga ras-
ked, sest nad nouavad sisulist arusaamist funktsiooni abstraktsest kontseptsioo-
nist ja see arusaamine ei kipu meie koolitundides viga tekkima. Maakeelsetest
oppematerjalidest on olemas Willemsoni ja Zolki 20 aasta tagune brosiiiir [7];
funktsionaalvorrandite peatiiki leiab ka autori opikust “Voistlusmatemaatika
pohivara” [6]. Kardetavasti ei kuulu see teema aga prioriteetsete sekka isegi neis
koolides, kus eraldi oliimpiaadiettevalmistust tehakse (sest olgem ausad, teema-
sid, mida tuleb 1&bi kéia, on palju). Niisiis liigitub 2. iilesanne raskete kilda juba
ainuiiksi oma valdkonna tottu.

3. iilesanne

oli kérvuti 1. iilesandega komplekti {iks karmimaid ja muuhulgas ainus, millele
ei antud {ihtegi téislahendusele ligildhedastki lahendust.
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Kolmnurga ABC tippude B ja C juures olevate sisenurkade pooli-
tajad loikuvad omavahel punktis I ning kilgedega CA ja AB vas-
tavalt punktides E ja F. Olgu M ja N wvastavalt l6ikude BI ja CI
keskpunktid. Sirge F'M léikab kolmnurga ABC tipu B juures oleva
valisnurga poolitajat punktis K ja sirge EN l6ikab kolmnurga ABC
tipu C juures oleva vilisnurga poolitajat punktis L. Téesta, et punk-
tid K, B,C, L asuvad tihel ringjoonel.

Tekst defineerib 10 punkti ja 9 sirget/16iku, mida ei ole geomeetriaiilesande
kohta iseenesest enneolematult palju. Muidugi tuleneb {iilesande reaalne raskus-
aste antud geomeetriliste objektide omavahelistest seostest. Minu meelest on
koige trikilisemad punktid M ja N, sest kolmnurga tipu ja siseringjoone kesk-
punkti vahelise 16igu keskpunktil pole mingeid hésti teada olevaid voi ilmseid
geomeetrilisi seoseid teiste punktide voi sirgetega.

Esimene vahetu raskus, millega lahendaja kokku puutub, on aru saada, mil-
list ringjoont otsida. Kui 6nnestub teha korralik joonis, v6ib piistitada hiipoteesi,
et jutt kiib ringjoonest diameetriga BC'. Seejérel on juba lihtne moista, et te-
gelikult tuleb iilesandes toestada vordused L/ BKC = ZBLC = 90°.

Jah, muidugi on korrektsete jooniste tegemine geomeetriaiilesannete lahen-
damiseks vajalik eeltingimus, aga siiski peitub siin kari, mida ziiriil on lihtsam
viltida kui lahendajal. Usun, et ziirii kasutab geomeetriaiilesannte koostamiseks,
lahendamiseks ja vormistamiseks arvutiprogramme, mis hoolitsevad jooniste
korrektsuse eest (niiteks GeoGebra voi IMTEXi pakett tkz-euclide). Nende abil
jooniseid tehes paistab dige hiipotees kohe silma, sellal kui sirkli ja joonlauaga
toimetades voib viike korvalekalle mone nurgapoolitaja joonestamisel ringjoo-
ne keskpunkti 16igust BC' 16puks iisna kaugele viia. Veelkord, see pole kehvade
jooniste digustus, vaid tahelepanek, mis voib osaliselt selgitada, miks ziirii seda
iilesannet lihtsamaks pidas kui ta reaalsuses oli.

Teine asjaolu, millest ziirii ennast kindlasti eksiteele laskis viia, oli {ilesande
autori lahendus. Selles kasutatakse kavalat lisakonstruktsiooni, péarast mida on
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kogu iilejisnud lahenduskiik viiga elegantne. Ziirii materjalides on isegi lahen-
duse joonis tehtud niisuguse nurga all, mis iilesande teksti jirgi tundub ebaloo-
mulik, kuid pérast lisakonstruktsiooni ldheb koik justkui voluvéel paika.

Aga tostke palun kied, kui paljud ziiriiliikmed piiiidsid seda iilesannet lahen-
dada ilma ametlikku lahendust piillumata ning suutsid tema lisakonstruktsiooni
tunni aja jooksul vilja moelda? Arvan, et vaid moned iiksikud, kui tildse kee-
gi. Mina néiteks ei suutnud, kuigi ma kulutasin sellele iilesandele mitu péeva.
Parim lahendus, mille peale mina tulin, kasutab bariitsentrilisi koordinaate (vt
lisa A). See aga on juba IMO-taseme tehnika, mida Eesti giimnaasiumiopilastelt
muidugi eeldada ei saa.

4. iilesanne

on komplektis esimene, mis pakub matemaatiliselt huvitava piistituse:

Kui palju leidub selliseid n-kohalisi naturaalarve, millele numbrite
jarjekorra vastupidiseks péoramisel saadava arvu littmisel on tule-
museks palindroom?

(Silmas peetakse ilmselt kiimnendsiisteemi arve, kuigi seda pole ilmutatult vilja
deldud.)

Kahjuks ei ki ilusa iilesandega kaasas eriti ilus vastus (36 - 5577 +8- QHTQ,
kui n on paaris, ja 36 - 55" + 8- 9717737 kui n on paaritu).

Lahenduse esimeseks raskuseks on aru saada, kas me pédseme liitmise juu-
res iilekannete uurimisest voi ei, ning iisna kiiresti saab selgeks, et ei pédse
(néiteks 56 + 65 = 121 on palindroom). Edasi tuleb vélja moelda, mis tingimus-
tel {ilekanded tépselt tekkida voivad ja kui kaugele nad propageeruvad. Erine-
vaid néiteid l1dbi proovides pole digete hiipoteesideni joudmine viga raske, kuid
nende hiipoteeside toestuste korralik kirjapanek ldheb omajagu tehniliseks “in-
deksijahiks”. Taispunktide peale keegi voistlusel sellega hakkama ei saanudki,
aga vihemasti voimaldas hindamisskeem osalisi punkte jagada.

Koénealuse komplekti kontekstis oli tegemist keskmise raskusega, kuid abso-
luutskaalal minu meelest siiski pigem raske iilesandega.

5. iilesanne

Leta koik posititvsed tdisarvud n, mille korral on véimalik koik po-
sitiivsed taisarvud 1 kuni n kirjutada mingis jarjestuses ringjoonele,
1gaiiks tdpselt ihe korra, nii et iga arv on temast tlejdrgmise arvuga
tihistequrita.

Oli selge, millest lahendamisel pihta hakata — ldbi tasub proovida viikeseid
n vaadrtusi, kuni muster selgeks saab. Osutub, et nditeks n =1,2,...,8 seas on
“halvad” n = 2 ja n = 6. Kui n = 2 v&ib veel olla eraldiseisev iiksikjuht, siis
n = 6 puhul selgub tisna kiiresti, et iga paigutuse korral satub ringjoonele kuhugi
iile iihe kaks paarisarvu. See tdhelepanek iildistub suvalise n = 2 mod 4 jaoks
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ning sellega ongi iilesande raskem osa tehtud. Jadb veel anda konstruktsioonid
4-ga jaguvate ja paaritute n véédrtuste jaoks.

Kokkuvottes oli see iilesanne ainus, mis minu jaoks rahuldas koiki hea oliim-
piaadiiilesande kriteeriume:

e matemaatiliselt huvitav sonastus,
e mitte iilearu keeruline vastus,

e lahenduse jagunemine loomulikeks osadeks, mille eest saab eraldi punkte
anda,

e tehtavus paraja joupingutusega.

Kokkuvote

Aeg-ajalt esineb oliimpiaadidel karme komplekte, kuid on mitmeid asju, mi-
da ziirii ileliigse raskusastme ennetamiseks teha saab.

e Pirast esialgsete komplektide kokkupanekut peaks keegi nad ilma autori-
te lahendusi vaatamata labi lahendama. 2024. aasta 12. klassi iilesannete
seas oli mitu sellist, mis pérast idee teadasaamist petlikult lihtsad tun-
dusid (néiteks 1. ja 3.). Sdltumatu ldbilahendamine oleks andnud parema
ettekujutuse nende iilesannete reaalsest raskusastmest.

e Hindamisskeemi kujundamine ei tohiks jadda ainult {ihe isiku meeleval-
da. Ziiriiliilkmed peaksid kolleegide koostatud skeeme sisuliselt hindama
ning vajadusel muutma, et minimeerida tarbetult karmide 0/7 skeemide
esinemist.

e Palju saab dra teha sonastuse valikuga. 1. iilesandes oleks voinud kogu
“sousti” &dra jdtta ning Gelda otse vélja, et uuritavad arvud on koéik kord-
arvud. 3. iilesanne oleks muutunud natuke lihtsamaks, kui tekstis oleks
ette 6eldud, et otsitava ringjoone diameeter on BC'.

e Eelistada tuleks tilesandeid, millel on huvitav matemaatiline iilesandepiis-
titus. 2024. aasta 12. klassi komplektist jadvad selles kontekstis positiiv-
setena meelde 4. ja 5. iilesanne.

Lisaks teen ettepaneku algatada uut tiilipi matemaatikavoistlus, kus arvuti
kasutamine poleks mitte ainult lubatud, vaid lausa vajalik. Muidugi tdhendaks
see hoopis teistsuguste iilesannete valimist, aga niisugune voistlus oleks “péris”
matemaatiku t66le palju ldhemal ning véimaldaks samas ka hoopis uute tiles-
andetiiiipide sissetoomist (niiteks andmeanaliiiis v6i generatiivse tehisintellekti
kasutamine). Selline oliimpiaadivorm ei asendaks IMO stiilis paberi ja pliiatsiga
nuputamist, aga oleks kindlasti koolinoortele huvitavaks viljakutseks.
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A 3. iilesande lisalahendus

Kui k6ik muud ideed geomeetriaiilesande lahendamise juures ldbi saavad
proovitud, on alati véimalik koordinaatidega katsetada. Tavalised ristkoordi-
naadid tootavad selles iilesandes aga palju vaeva. Juba siseringjoone keskpunkti
jaoks néevad vastavad avaldised péris koledad vilja, nende rehkendamine néuab
aega ning on veaohtlik.

Onneks on olemas ka teistsuguseid koordinaatide siisteeme; selles iilesandes
saab kasutada néiteks bariitsentrilisi koordinaate. Ma ei hakka siinkohal ko-
gu vajalikku teooriat tdestustega varustama, huvitatud lugeja leiab tdiendavat
materjali niiteks allikatest [1, 4, 5].

Definitsioon 1 Olgu tasandil antud kolmnurk ABC ning olgu tema tippudesse
rakendatud vastavalt punktmassid ma, mpg, me, mis véoivad olla ka mittepositiiv-
sed, kuid rahuldavad seost ma +mp +me # 0. Olgu selle punktisiisteemi mas-
sikese P. Punkti P bariitsentrilisteks koordinaatideks (antud kolmnurga suhtes)
nimetame kolmikut (ma : mp : m¢).

Osutub, et tasandi iga punkti jaoks on olemas mingid bariitsentrilised koordi-
naadid, aga nad pole itheselt méératud. Lihtne on mdista, et kui (m4 : mp : mg)
on punkti P bariitsentrilised koordinaadid, siis iga ¢t # 0 korral sobivad sama
punkti bariitsentrilisteks koordinaatideks ka (tm4 : tmp : tme). Kehtib ka
vastupidine viide: punkti P bariitsentriliste koordinaatide (m4 : mp : m¢) ja
(na : np : ne) jaoks leidub niisugune reaalarv ¢t # 0, et ng = tma, ng = tmp
ja ng = tme. See tihendab omakorda, et tasandi iga punkti jaoks on olemas
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tépselt iiks komplekt bariitsentrilisi koordinaate (ma : mp : m¢), mille kor-
ral m4 + mp + me = 1; niisuguseid koordinaate nimetame normaalujulisteks
(normaliseerituteks).

Lihtne on méista, et kolmnurga tippude bariitsentrilisteks koordinaatideks
(tema enda suhtes) sobivad A(1:0:0), B(0:1:0) jaC(0:0:1).

Olgu kolmnurga ABC' tippude A, B, C vastas asuvate kiilgede pikkused vas-
tavalt a,b,c. Saab niidata, et selle kolmnurga siseringjoone keskpunkti I ba-
riitsentrilised koordinaadid (selle kolmnurga enda suhtes) on (a : b : ¢) ning

kiilge BC' puutuva kiilgringjoone keskpunkti 74 koordinaadid on (—a : b : ¢).
|AE| _ |AB|
[EC] — [BC]
tippudesse A ja C vastavalt punktmassid a ja ¢, jadb kang AC toetuspunktiga

E kangi reegli pohjal tasakaalu, sest

Nurgapoolitaja omaduse pohjal teame, et = <. Kui rakendada

a-|AE| =c-|EC].

Niisiis sobivad punkti E bariitsentrilisteks koordinaatideks (a : 0 : ¢); analoo-
giliselt saame ka F'(a : b : 0). Selles 16igus toodud esituste lihtsus on peamine
pohjus, miks bariitsentrilised koordinaadid antud {ilesande lahendamiseks so-
bivad.

Lisaks ldheb meil veel vaja teadmist, et 1abi punktide P(my4 : mp : m¢) ja
Q(ng :np : ne) tommatud sirge vorrand bariitsentrilistes koordinaatides on

ma mp Mg
na ng ncl|=0

T Y z

ning et 16igu PQ keskpunkti bariitsentrilised koordinaadid on

ma+na ) mp+np ) mgc + nge
2 ' 2 . 2

(viimane viide kehtib eeldusel, et P ja @ koordinaadid on normaliseeritud) [1, 5].
Niiiid oleme valmis iilesande lahendamise juurde asuma. Jirgnevas toestame,
et ZBKC = 90°; vorduse ZBLC = 90° toestus on analoogiline.

Eesti Matemaatika Selts AR 2024 Autorioigus EMS, 2024



Ny
LY

Kolmnurga sama tipu juurest tommatud sise- ja vilisnurga poolitajad on
risti, seega BE L BK, mistottu piisab niidata, et BE || KC'. Leiame koigepealt
sirge BFE bariitsentrilise vérrandi:

8 @ ©

NN an

N 0 O
I
(@n)

cx—az=0.

Jargmiseks leiame 16igu BI keskpunkti M koordinaadid. Punkti B(0: 1 : 0)
koordinaadid on juba normaalkujul, aga punkti I koordinaate peame teisenda-
ma:

(b )_ a . b . ¢
T\ bt atbte a+rbte)

Niiiid saame punkti M koordinaadid avaldada kujul

2 a+b+c/) 2 a+b+c/) 2 a+b+c N

a a+2b+c c ( Py :
: : =(a:a c:c).
2(a+b+c) 2a+b+c) 2a+b+c)
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Sirge F'M bariitsentriline vorrand on seega

a b 0
a a+2b+c ¢|=0,
x Y z

a(a+2b+ c¢)z + bex — abz — acy =0,
bex —acy+ala+b+c)z=0.

Nurga ABC vilisnurga poolitaja on sirge BI4 bariitsentrilise vorrandiga

0 1 0
—a b ¢/ =0,
x Yy 2z

cx+az=0.

K on sirgete FM ja BI4 16ikepunkt, seega tema koordinaatide leidmiseks
peame lahendama vorrandisiisteemi

bex —acy+ala+b+c)z=0
cr4+az=0"

Siisteemi teise vorrandi lahendid saab esitada parameetrilisel kujul z = ta,
z = t(—c). Nende viirtuste esimesse vorrandisse asendamine annab

beta — acy +ala+b+c)t(—c) =0,
tb—y—tla+b+c)=0,
y=t(—a—c).
Niisiis sobivad punkti K bariitsentrilisteks koordinaatideks
(ta:t(—a—c):t(—c))=(-a:a+c:c)

ja sirge KC' vorrand on jérelikult

—-a a+c¢c c
0 0 1| =0,
x Y z

(a+c)xr+ay=0.
Uurime sirgete BE ja KC' Ioikumist. Selleks lahendame vorrandisiisteemi
cx—az =0
{(a—l—c)x—i-ay:()'
Siisteemi esimese vorrandi lahend parameetrilisel kujul on x = ta, z = tec.

Asendades x = ta teise vorrandisse, saame

(a+c)ta+ay=0,
y=t(—a—c).
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Niisiis on otsitava 16ikepunkti bariitsentrilised koordinaadid
(ta:t(—a—c):tc)=(a:—a—c:c).

Kuivord a + (—a — ¢) + ¢ = 0, ei vasta aga neile koordinaatidele iihtki tasandi
punkti, mistottu sirged BE ja KC peavad olema paralleelsed.

Kuigi pohjalikult lahti kirjutatuna on see lahendus moénevorra pikem kui
ziirii oma, ei soltu ta kavalast lisakonstruktsioonist ning on seetéttu lihtsamini
leitav. Ko&ikide lahenduses esinevate punktide koordinaadid ja sirgete vorrandid
on samuti véga lihtsad. Lahenduse raskuseks on loomulikult tuginemine barii-
tsentrilistele koordinaatidele, mis jddvad kooliprogrammist kaugele vilja.
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