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Olulised moisted

Toéendosus — numbriline mo6t meie ebakindluse méirale parameet-
rivddrtuse kohta.

Eeljaotus (prior distribution) — toendosusjaotus, mida kasutatakse
eelteadmise lisamiseks mudelisse.

Téepirafunktsioon (likelihood function) — tdendosusjaotus, mida
kasutatakse andmete lisamiseks mudelisse. Mudeldab andmete
sobivuse kdikvoimalike parameetrivddrtustega.

Jareljaotus (posterior distribution) — tdendosusjaotus, mis saadakse
eeljaotuse ja tdepadrafunktsiooni kombineerimisel.

Markovi ahelate Monte Carlo meetod (MCMC) — simulatsioonipdhi-
ne meetod, millega voetakse juhuvalim jareljaotusest ja moodustatakse
Markovi ahel.

Toendosusintervall (credible interval, TI) - Jareljaotusest arvutatud
vahemikhinnang, millesse mudeli arvates mahub etteantud tdendosu-
sega parameetri tegelik vadrtus.

Sissejuhatus

Andmeanaliiiisi taga, kui see toimub teaduses, on enamasti soov lasta
andmetel heita valgust teaduslikele teooriatele. See protsess on kahe-
suunaline, sest just teooriate valguses kogume ju neidsamu andmeid,
ning koik see toimub mudelite vahendusel [1]. Teadusliku mudeldamise
edukus soltub paljuski sellest, kui histi kajastavad mudelid andmeid
tootva protsessi erinevaid tahke. Kui meid huvitav looduslik protsess on
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liiga keeruline, et seda iihe suure mudeliga haarata, siis voib seda hoo-
mata lihtsamate mudelite ansambli abil, kus erinevad mudelid vastavad
erinevatele kiisimustele andmeid tootva protsessi erinevate tahkude
kohta, ning aitavad hinnata ka tiksteise robustsust. Samuti voimaldab
selline lihenemine 6ppida halvasti kdituvatelt mudelitelt, kuidas ehi-
tada paremaid. Bayesiaanliku andmeanaliiiisi 5ppimiseks soovitame
kahte opikut [2,3], millest esimene keskendub bayesiaanliku regres-
siooni praktikale ja teine selle siigavamale moistmisele. Tartu Ulikooli
kursus ,Bayesiaanlik andmeanaliiiis loodusteadlastele“ (LOTI.01.009)
kéasitleb samu teemasid. Senikaua kui andmetega kaasneb ebakindlus,
sealhulgas mitte-redutseeritav looduslik varieeruvus, on meie mudelid
stohhastilised ja ka nende viljund on paratamatult ebakindel. Baye-
siaanlikus statistikas tdhendab see, et hinnangud parameetrivaartustele
tulevad meile tdendosusjaotustena, ja et meile on oluline ebakindluse
aus edasikandmine andmetest teaduslikesse jareldustesse. Seevastu sa-
geduslikus statistikas arvutatakse parameetrivdidrtus punkthinnanguna
ja ebakindlust kajastab enamasti sellele lisatud p- vdirtus. Seega on
traditsioonilise statistika fookus andmete redutseerimisel punktvaar-
tusteks protseduuride abil, millel on teatud sageduslikud omadused,
eelkoige hinnangute madal kallutatus ning kitsad usalduspiirid [4]. Vaa-
tame koigepealt lihtsat regressioonimudelit, mida kirjeldab vérrand
¥y = a+ bx +vealiige. Sageduslikus statistikas arvutame vihimruutude
meetodil a ja b, kuid mitte vealiikme punktvaartused (vealiiget saab hin-
nata mudeli jadkidelt). Seda arvutust kutsutakse mudeli madramiseks
(fittimiseks). Bayesiaanlikus kuues ndeb see mudel vilja nii:

y~N( o),
u=a+bx.

Esimene rida annab tdepdramudeli ehk ennustatava muutuja y
jaotusmudeli, mis iitleb, et muutujale y omistatavad vddrtused on maa-
ratud stohhastiliselt (tilde nditab stohhastilist seost) normaaljaotuse
poolt, mille parameetrid on u ja o, millest esimene on identsussuh-
tes muutuja y aritmeetilise keskmisega ja teine vastab selle muutuja
standardhélbele. Teine rida, nn protsessimudel, defineerib p timber
muutuja y ja muutuja x deterministliku séltuvussuhtena. Seega kaob
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mudelist ¢ ja selle asemele tulevad parameetrid a ja b. Seega titleb téis-
mudel, et muutuja y jaotus (ja seega ka toepdramudel) on tingimuslik
muutuja x vddrtusest. Meie mudelis médédratakse kolm parameetrit (a, b
ja o) janodnda fikseeritud mudel on generatiivne, st sellest saab generee-
rida uusi muutuja y vaartusi, mis sdltuvad vastavalt protsessimudelile
muutujale x omistatud védrtustest. Selline generatiivsus iseloomustab
koiki bayesiaanlikke mudeleid, kuid mitte kéiki sageduslikke analooge.

Bayesiaanlikus regressioonis vastab mudeli igale parameetrile
eeljaotus — meie ndites muutujatele a,b ja o —, mille abil saame
mudelisse lisada andmetest soltumatut informatsiooni voimalike
parameetrivddrtuste kohta. Niiteks t6usukoefitsient b eeljaotuse
tsentreerimine nullile lisab mudelile konservatiivsust, ,,tdommates“ b
jareljaotust nulli suunas seda rohkem, mida kitsam on see eeljaotus
ja mida vihem me mudelisse lisame valimiandmeid. Maistlikult
valitud eeljaotused vihendavad ohtu, et me valimivea voi kallutatud
andmete pohjal teeme halbu teaduslikke jiareldusi. Kui meil on
piisavalt kvaliteetseid andmeid ja piisavalt lihtne mudel, véime
kasutada tasaseid (mitteinformatiivseid) voi laiu (vdheinformatiivseid)
eeljaotusi, mis on valitud selliselt, et nad ei mojutaks jireljaotuse
kuju. Vaheinformatiivsete eeljaotuste korral andmed justkui kéneleksid
ise enda eest. Kolme parameetriga mudeli mddramine MCMC
ahelatega annab meile numbrilise juhuvalimi 3D jireljaotusest
(Joonis 1A), kus andmetega ja eeljaotusega paremini kooskodlas
olevad parameetrivddrtuste kombinatsioonid on esindatud sagedamini
kui halvema kooskdlaga kombinatsioonid. Seega on meil siin tegu
kolmemodtmelise jdreljaotusega (Joonis 1B). Sellise mitmemodtmelise
jareljaotuse saab parameetri kaupa lahutada komponentideks, mida
sageli ndidatakse graafiliselt karvaste tdukudena, ehk meie néites 4
iseseisva MCMC ahelana, kus ahela liikkumise iga murdepunkt vastab
iihele parameetri vadrtusele, mis on tdmmatud jareljaotusest (Joonis
1C). Joonisel liiguvad koik neli ahelat iga parameetri juures kattuvatel
trajektooridel ja ,touk” on tihtlaselt karvane, ilma siledate osadeta ja
suurte véljalookideta. Seega on meie ahelad jooksnud hésti, mistottu
koefitsientide hinnangud on algoritmiliselt usaldusvidrsed. Jareljaotuse
saab avaldada ka kolme eraldi tihedusfunktsioonina, kus iga jaotuse tipp
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vastab selle parameetrivddrtuse kodige tdendolisemale vidrtusele (Joonis
1D). Jareljaotustega (Joonis 1A), saab teha aritmeetilisi tehteid. Nditeks
kui tahame teada, milline on muutuja y ennustatav keskvaartus juhul
kui x =1, liidame a ja b koefitsientide jareljaotuste vektorid (a+ b- 1),
mis annab meile jireljaotuse sellele y keskvdartusele.
Regressioonimudelit on lihtne laiendada (i) asendades toeparamu-
delis normaaljaotuse mone muu téendosusjaotusega (binoomjaotusega,
lognormaaljaotusega, jms), (ii) modifitseerides protsessi mudelit, k.a
mitte-lineaarseks, (iii) defineerides iimber rohkem kui {ihe tdepdramu-
deli parameetri (néit ¢ ja o), sama voi erinevate protsessi mudelitega,
seome muutujaga x varieeruvuse hinnangu, (iv) pannes mudelisse roh-
kem kui tihe ennustatava muutuja, (v) transformeerides ennustatava
y-muutuja(d) nditeks logit-transfomatsiooniga, (vi) lisades eeljaotustele
meta-eeljaotusi muudame mudeli mitmetasemeliseks[2].

Toovahendid
Andmed ja uurimiskiisimus

Bayeesanliku to6voo illustreerimiseks kasutame ndidet, kus uurisime
reieluu puusaliigese piirkonna murruga haigete ravikésitlust Eestis [5,6].
Sellise murruga haigete prognoos on tosine — taastumine voib votta iile
aasta ning suurel osal haigetest ei taastu varasem kehaline voimekus
mitte kunagi, mistottu vdheneb voi kaob nende iseseisvus igapdevatoi-
metustega hakkamasaamisel. Reieluu puusaliigese piirkonna murruga
haigete ravi alussammas on jarjepidev, koordineeritud taastusravi, mil-
les meie uurimust66 tuvastas olulisi puudusi. Populatsioonipdhised
retrospektiivsed andmed koguti Eesti Haigekassa andmebaasist. Uurin-
gusse kaasati koik 50 aastased ja vanemad isikud, kellel diagnoositi
ajavahemikul jaanuar 2009 - september 2017 reieluu proksimaalse osa
murru diagnoos. Diagnoos p6hines Rahvusvahelise haiguste klassifikat-
siooni 10. versiooni koodidel S72.0-2. Uuritavate luumurru diagnoosid
valideeriti. Andmed sisaldasid nende haigete fiisioteraapia kasutamist
ravi kahes faasis, tdpsemalt aktiiv- ja jarelravis. Ravi esimeses etapis (ak-
tiivravis) haige hospitaliseeritakse, opereeritakse ja seejdrel alustatakse
fiisioteraapiaga. Vordlemisi lithikesele aktiivravile jargneb jarelravi, kus
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peamine fookus on kehalise voimekuse taastamisel. Just jdrelravi ajal
oli fiisioteraapia haigetele halvasti kittesaadav. Meie uuringu pohiees-
mark oli uurida, kas olukord paranes, ehk kuidas muutus fiisioteraapia
pakkumine {iheksa-aastasel perioodil 2009-2017.

Tarkvara

Bayesi teoreemi asemel méddratakse mudeli koefitsiendid Markovi ahe-
late Monte Carlo (Markov chain Monte Carlo, MCMC) simulatsioonide
abil, mis korjab juhuvalimi otse jareljaotusest. MCMC ahelate kasutami-
ne on muudetud nii lihtsaks, et enamasti pole kasutajal vaja sellele palju
moelda. Siin omasid suurt rolli esimesed lihtsalt kasutatavad Markovi
ahelaid jooksutavad programmid Bugs, winBugs ja JAGS, mille on prae-
guseks suuresti asendanud Stan, mis kasutab Hamiltonian Monte Carlo
meetodit [7]. Kuna programmi Stan on keerulisevoitu 6ppida, kasuta-
takse mudelite ehitamiseks sageli abiprogramme, millest levinumad on
R:rstanarm ja R::brms, mis voimaldavad mudeleid kodeerida R::lme4 ja
sarnaste pakettide siintaksit kasutades [8-10]. Kogu protseduur — mude-
li programmeerimine, jooksutamine ja t66 mudeli objektiga — toimub
kasutaja jaoks Stani programmi avamata (see tootab vaikselt nn kapoti
all, vottes sisse abiprogrammis spetsifitseeritud mudeli ja véljastades
abiprogrammi jdreljaotuse ja mudeli kvaliteedinditajad). R::stanarm
keskendub levinumate sageduslike mudelite analoogidele (k.a ANOVA
ja elulemuse mudelid) [10,11]. Brms annab laiemad valikud mudelite
ehitamiseks ja on ka laiemas kasutuses.

Bayesiaanlik to6voog
Esmane andmeanaliiiis

Esmane ehk eksploratiivne andmeanaliiiis annab aimu nii andmete
kvaliteedi, kui formaalse mudeldamise voimalike tulemuste kohta.
See omakorda véimaldab paremini dra tunda mudeldamisel juhtuda
voivaid vigu, olgu need siis algoritmilist voi télgenduslikku laadi.
Lisaks aitab parem arusaam andmetest meil oma mudeleid paremini
spetsifitseerida, nditeks suunata valikuid iihe- ja mitmetasemeliste
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mudelite vahel [12]. Me analiiiisisime 11 461 reieluu puusaliigese
piirkonna murruga haige taastusravi. Selgus, et kui aktiivravi ajal ei
saanud 24% haigetest fiisioteraapiat, siis jarelravi kdigus ei saanud
tervelt 60% haigetest fiisioteraapiat ning tilejdédnud said seda vordlemisi
vdikeses koguses (mediaan 6 tundi, 25- ja 75-protsentiil: 3, 11).
Jarelravi ajal fiisioteraapiat mittesaanute osakaal vdhenes iiheksa-
aastase perioodi jooksul ja seda > 10 tunni saanute osakaal suurenes
(Joonis 2A). Lisaks erinevad maakonnad tugevalt taastusravis ja selle
trendides [6], mis viitab sellele, et mitmetasemelised mudelid voiksid
histi sobida jirelravi ajal saadud fiisioteraapia muutuste analiiiisiks.
Mudeldamise seisukohast on oluline ka peamise tulemuslikkuse
moddiku — jdrelravi ajal saadud fiisioteraapiatundide arvu — jaotus.
Jooniselt 2B ndeme, et see sisaldab palju nulle, ndidates mitmeosalise
regressioonanaliiiisi vajalikkust.

Toepirafunktsiooni leidmine

Bayesiaanlikus regressioonis ehitame oma mudelid — olgu need lineaar-
sed vOi mittelineaarsed, ithe- voi mitmetasemelised — samale maisteli-
sele alusele ja jooksutame neid sama MCMC algoritmiga. Esmalt spetsi-
fitseerime andmemudeli ehk tdepirafunktsiooni. Téeparafunktsioon
mudeldab séltuva tunnuse (y) védirtusi tingimuslikena x-muutujate
(prediktorite) vadrtustest. Kuna meil on prediktoriks nullide all lookas
ja tugevalt paremale kiivas pidev tunnus (Joonis 2B), siis analiilisime
ajalisi trende kolmes osas: (i) fiisioteraapiat saanute osakaal, (ii) saadud
fiisioteraapiatundide arv ja (iii) saadud fiisioteraapiatudide varieeru-
vus patsientide vahel. Niisiis proovime leida koigile analiiiisi osadele
sobivad tdepédrafunktsioonid. Brms pakub mudeldamiseks 40 erinevat
toepdaramudelit ning kasutajal on voimalik ka oma soovi jargi spetsifit-
seerida mudeli jaotuslik vorm. Kuna kéik bayesaanlikud mudelid on
generatiivsed (mudelist saab genereerida uusi andmepunkte), aitab
sobivat toeparafunktsiooni valida médratud mudelist in silico genereeri-
tud andmete vordlemine valimiandmetega (posterior predictive check).
Kui vordlus niitab halba kokkulangemist, siis voime muuta tdepéra-
funktsiooni, s6ltumatuid tunnuseid, nendevahelisi seoseid vdi lisada
mudelisse konditsionaalseid varieeruvusi. Soltuvalt analiiiisi eesmér-
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gist, voivad meid huvitada andmejaotuste sobivuse erinevad aspektid.
Nditeks kui oleme huvitatud keskvéartustest, siis vordleme in silico vali-
mite keskvddrtusi empiirilise valimi keskvaértusega, kui meid huvitavad
varieeruvused v6i nditeks maksimumvéirtused, siis vordleme hoopis
neid. Moneti kidib tdeparafunktsiooni valimine katse-eksitus meetodil.
Esimese analiilisi osana huvitas meid, kuidas fiisioteraapiat saanute osa-
kaal muutus jarelravi ajal. Selleks muutsime séltuva tunnuse binaarseks
( ,Ei saanud®, ,Sai“) ja proovisime teda mudeldada Bernoulli jaotusega.
See mudel ndeb brms-i koodis vilja nii:

brm(teraapia_jarelravi_binaarne ~ aasta,

family = ,,bernoulli‘’, link = ,logit‘‘, data = andmed)

Analiiiisi teine osa keskendus jérelravi ajal saadud fiisioteraapia ma-
hu hindamisele. Mudelile sobiva jaotusliku vormi leidmiseks proovisime
kolme toepdrafunktsiooni: normaaljaotus, kallutatud normaaljaotus ja
lognormaaljaotus. Lisaks tdiendame koiki kolme mudeleid selliselt, et
nad tiheaegselt mudeldaksid s6ltuva tunnuse varieeruvuse soltuvust
soltumatutest tunnusest. Sellised mudelid annavad iiheaegselt hinnan-
gu soltuvalt tunnusele ja ka selle varieeruvusele igal s6ltumatu tunnuse
vadrtusel. Vastavad mudelid spetsifitseeritakse brms-is jirgmiselt:

brm(bf (teraapia_jarelravi ~ aasta, sigma ~ aasta),

family = ,,gaussian‘‘, data = andmed)
brm(bf (teraapia_jarelravi ~ aasta, sigma ~ aasta),
family = ,,skewnormal‘‘, data = andmed)

brm(bf (teraapia_jarelravi ~ aasta, sigma ~ aasta),
family = ,,lognormal‘‘, data =andmed)

Joonisel 3 ndeme iilaltoodud mudelite ennustuse sobivusi origi-
naalandmetega. Neist kolmest nditab selgelt parimat parimat sobivust
lognormaaljaotusel pohinev mudel, mis taastab vordlemisi tdpselt nii
mediaan-fiisioteraapiatunnid kui ka nende varieeruvuse (Joonis 3C).

Lopetuseks, brms lubab meil mudelite ennustusi reparametrisee-
rida [13], mis voimaldab valida, millises skaalas me soovime mudelist
ennustusi saada. Nditeks lognormaalse mudeli fiisioteraapiatundide
ennustusi saab nididata nii keskmisena kui ka mediaanina, varieeruvust
saab niidata standardhilbena, variatsioonikoefitsendina ja geomeet-
rilise standardhélbena [14]. Kdesolevas analiiiisis reparametriseerime
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lognormaalse mudeli selliselt, et see annaks tulemused loomulikus skaa-
las ehk tundides: fiisioteraapia tundide mahu mediaantundidena ja
varieeruvuse standardhédlbena .

Protsessimudelite ehitamine

Ajaliste trendide mudelite spetsifitseerimisel arvestasime kolme aspek-
tiga. (i) Analiiiisis tuleb arvestada aktiivravi ajal saadud fiisioteraapiaga,
mis vois 9-aastasel perioodil samuti muutuda (haige taastumise seisuko-
hast ei ole suurt vahet, millises ravifaasis tema taastusravi l4bi viiakse).
(ii) Andmestruktuur oli hierarhiline: haiged said taastusravi erinevates
maakondades, millistes pakutakse taastusravi suhteliselt iseseisvalt. (iii)
Meie varasem analiiiis nditas, et nende haigete taastusravi ja selle aja-
lised muutused erinesid maakonniti. Seega on haige elukoht oluline.
Eelnevast tulenevalt jooksutasime kuus erineva keerukusega Bernoulli
(ravi saajad) ja lognormaalsel jaotusel (teraapiatundide arv) pohinevat
mudelit, millest viimane sisaldas ainult positiivseid vaartusi. Mudelid
spetsifitseeriti jargnevalt:

teraapiajarelmvi ~1

teraapijgreiravi ~ aasta

teraapiajmelrm,i ~aasta+teraapiagktiivravi

teraapidjareiravi ~ AAsta+ teraapiagktijvravi + maakond

teraapidjareiravi ~ aasta+ teraapidgktijvravi + (1lmaakond)

teraapidjareiravi ~ Aasta+ teraapiagktiivravi +(@astalmaakond)
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Lognormaalsed mudelid mudeldasid paralleelselt ka standardhélvet,
kasutades samu séltumatuid tunnuseid. '°

Kuna koik mudelid jooksid probleemideta, jooksutasime neid brmsi
vaike-eeljao-
tustega. Regressiooni puhul tuleb alati veenduda mudeldamise dnnes-
tumises, sest veateadetega mudelite ennustused ei pruugi olla usaldus-
vadrsed. Esiteks tuleb tdhelepanu podorata veateadetele, mis viitavad
MCMC ahelate mitte-konvergeerumisele v6i ohule, et ahelad ei ole kii-
lastanud ko6iki multi-dimensionaalse posteeriori osi. Veateated voivad
tdhendada mudeli konstrueerimise katastroofilist ebadnnestumist, aga
ka olla pelgalt leebed hoiatused. Enamasti viitavad tosisemad problee-
mid mudeli sobitamisel andmetega sellele, et mudel on valesti spetsi-
fitseeritud ja annavad seega alust méne hooletusvea parandamiseks.
Erinevatest veateadetest annavad iilevaate [3] ja nende lahendamiseks
on Stani arendusmeeskond vilja andnud soovitused [15]. Ménikord la-
henevad mudeli konstrueerimisega seotud probleemid andmete trans-
formeerimisega (nditeks y-tunnuse tsentreerimisel, standardiseerimisel,
logaritmimisel v6i logit-skaalasse transformeerimisel) [16]. Teinekord
tuleb muuta eeljaotus informatiivsemaks ehk rangemalt piirata mudeli
erinevate parameetrite ulatusi voi protsessimudel reparametriseerida
[2].

Mudelite vordlemine

Parima mudeli valik sdltub analiiiisi eesmérgist. P6hjusliku analiitisi
puhul kasutame selleks suunatud atsiiklilisi diagramme (directed
acyclic graph ehk DAG), mis aitavad meil algoritmiliselt otsustada,
milliseid prediktoreid mudelisse panna. Parim viis prediktorite vaheliste
suhete spetsifitseerimiseks (nditeks haige elukohamaakonna tunnuse
mudeldamine eraldi tasemena vo6i erinevate prediktorite vaheliste
interaktsioonide lisamine) otsustatakse sobitades mudeli struktuuri
meie tipsema arusaamaga andmeid genereeriva protsessi struktuurist.

19 brm(bf (teraapia_jarelravi ~ aasta + teraapia_aktiivravi +
(aasta | maakond),
sigma ~ aasta + teraapia_aktiivravi + (aasta | maakond)), family =
,,lognormal‘))
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Tabelis 1 toome kuue mudeli bayesaanliku leave-one-out (LOO)
ristvalideerimise vordluse. LOO annab hinnangu mudeli valimivélise
sobivuse kohta andmetega. Tabelit 1 interpreteerime nii: kui seg; ¢ ¢
on vidhemalt 3 korda suurem kui elpdgisr, siis mudel on suure
toendosusega eelmisest oluliselt halvem. Elpdgirr = 0 tdhistab
vorreldavate mudelite seast ,parimat®, kuigi suhteliselt parim mudel ei
pruugi olla ,hea“ mudel. Seega nditab tabel 1, et Bernoulli mudelite
puhul on kolm esimest vordsed ja iilejadnud kolm on neist palju
halvemad ja omavahel sarnased. Mélemad mudelid (Bernoulli ja
lognormaalsed) jarjestuvad loo jargi samamoodi. Samamoodi saame
hinnata standardhilbe (o) mudeldamise moju mudeli headusele.
Nditeks saame Tabel 1 parima lognormaalse mudeli ehitada selliselt,
et see mudeldab soltuvalt x-prediktoritest y-muutuja keskvairtust aga
mitte sigmat. Sigma mittemudeldamine halvendas tunduvalt mudeli
sobivust (elpdgifr = —193.7 ja seq; r = 19.1), mida voib tolgendada
kinnitusena, et meie arusaam andmeid tootva protsessi hierarhilisest
struktuurist on adekvaatne.

Tabel 1. Mudelite vordlemine bayeesanliku leave-one-out ristvali-
deerimisega

Mudel Bernoulli Lognormaalne
elpdd,-ff sed,-ff elpdd,-ff sed,-ff

~aasta+ teraapiagktijpravi +(aastalmaakond) 0,0 0,0 0,0 0,0
~aasta+ teraapiagktiiyravi + (1lmaakond) 0,0 0,0 -32,9 8,9
~aasta+teraapiagkiiiyravi + maakond -0,1 0,5 -33,3 9,2
~aasta+ teraapidagkijyravi —492,6 30,9 -308,7 25,7
~aasta -521,9 31,7 —-342,7 27,3
~1 —611,4 34,1 -376,1 28,3

Samu s6ltumaid tunnuseid kasutati standardhélbe paralleelseks
mudeldamiseks lognormaalsetes mudelites; elpd nditab mé&dratud
mudeli sobivust andmetega, ehk mudeli ennustuste tédpsust; elpdg;
— oodatud logaritmitud ennustatavate tiheduste erinevus (expected
log-predictive density); seq; rf annab standardhélbe elpdy; rf suuruse
hinnangu jareljaotusele;
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Jareljaotuste informatiivsus

Bayesaanliku regressioonimudeli parameetrid antakse jéreljaotuse ku-
jul, mis sisaldavad kogu mudelis sisalduvat teavet nende parameetrite
kohta. Jareljaotuse kasutamine annab meile paindlikud ja lihtsalt teos-
tatavad voimalused analiitisi tulemuste raporteerimiseks koos téenéo-
susintervallidega. Niiteks arvutasime y-tunnuse ennustuse vaadeldud
perioodil algus- ja loppaasta kohta (Joonis 4A), ning nende kahe jaotu-
se pealt arvutame mitmesuguseid statistikuid, eesmérgiga kirjeldada
taastusravi ajaliste trende. Me saame jareljaotust kirjeldada kasutades
tavapdraseid keskmist iseloomustavaid statistikuid (mood, mediaan,
aritmeetiline keskmine), loomulikult koos tdenédosusintervalliga (T1),
mille sageduslik analoog on usaldusintervall. Nditeks 2009. aastal said
haiged jérelravi ajal mediaanina 4,4 tundi [95% TI: 3,2; 5,9] fiisioteraa-
piat ja 2017. aastal 5,3 tundi [3,6; 7,6] (Joonis 4A). Teiseks saame olemas-
olevatest jdreljaotustest arvutada uusi huvitavaid jareljaotusi. Nditeks
taastusravi 9-aastase trendi kirjeldamiseks lahutame tihest jareljaotu-
sest teise, saades nonda efekti suuruse

ES = Y2017 _ Y2009

jareljaotuse (Joonis 5B, ES = 1.0 [95% TI: -0.6; 2.7]). Kéigi mudelite 9-
aasta ES-d on ndidatud Joonise 4 paneelidel C-E. Jareljaotusi saab kasu-
tada ka spetsiifiliste hiipoteeside testimiseks. Kasutame selleks vabade
tousudega hierarhilist mudelit. Nditeks voime testitava hiipoteesina de-
fineerida kui kliiniliselt ebaolulise muutuse trendi, mis on védiksem kui
2 tundi 9 aasta viltel. Kuna ES jéreljaotuse tdendosusmassist jadb 93%
selle hiipoteesi poolt defineeritud vahemikku, siis on kliiniliselt olulise
positiivse ajalise muutuse tdendosus 0,07 (Joonis 4F). Arvutame ka baye-
siaanliku p-vddrtuse, ehk testime hiipoteesi, et keskmiste ravitundide
arv on hoopis ajas langev. Selle hiipoteesi tdendosus on 0,11 (Joonis 4G).
Samas, tdendosus, et trend on ajas langev ja samas kliinilises mottes
olulise suurusega, on kdigest 0,0005 (Joonis 4F). Seega, ehkki meie testid
viitavad kokkuvottes sellele, et mediaan-fiisioteraapiatunnid pigem ei
kasvanud 9 aasta jooksul kliiniliselt olulisel mééaral, jitavad nad siiski ka
arvestatavat toenduslikku kaalu hiipoteesile, mille kohaselt selline kasv
ikkagi toimus.
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Mudeli koefitsiendid

Eelmises peatiikis ndgime, et mudelist jirelduste tegemine holmab ees-
kitt todd mudeli ennustustega, mitte koefitsientide otse tolgendamist.
Siiski tasub, eriti mitmetasemeliste mudelite puhul, ka koefitsientidele
pilk peale heita. Siin toome loo kriteeriumi jargi meie parima mudeli

bf(teraapiasynnia ~ aasta+teraapiagtiivravi+(aastalmaakond),

sigma~ aasta+ teraapiagyiiyravi + (@aastalmaakond))

koefitsiendid logaritmilises skaalas koos 95% t6endosusintervallidega
(Tabel 2). See mudel jaotab patsientide {ildpopulatsiooni ja maakonna
taseme vahel nii varieeruvust kui varieeruvuse varieeruvust. Varieeru-
vust jaotades vordleme maakondade keskmiste ravitundide varieeru-
vust sellest iile jddva varieeruvusega, mis iseloomustab maakonnast
soltumatut indiviidide vahelist varieeruvust. Nditeks ndeme, et popu-
latsiooni tasemel intercepti varieeruvus sigmdajnercep: ON ca 5 korda
suurem kui maakonna tasemel sd(Intercept) ehk vabaliikmete standard-
hilve, mis saadakse 15 maakonna keskmiste ravitundide varieeruvusest.
Seega on mudeli arvates ca é ravitundide varieeruvusest seletatav maa-
konna mdjuga ravitundidele ja tilejddnud % jadb populatsiooni tasemele
seletust ootama. Seevastu varieeruvuse tous ajas jaguneb iisna vordselt
populatsiooni taseme sd(sigmagugstarsentreeritud) ja maakonna taseme
sd(sigmagasiarsentreeritua) Vahel, mis viitab sellele, et maakonna ta-
semel toimuvad muutused omavad suuremat rolli seletamaks eba-
vordsuse kasvu téusu, kui maakonna tasemel mdjud suudavad sele-
tada ebavordsust ennast. Lisaks nditab maakonna tasemel koefitsient
$d(0 ntercept) varieeruvuse varieeruvust maakondade vahel, mis osu-
tub olema ligikaudu vordne keskmise ravitundide arvu varieeruvusega
maakondade vahel (sd(Intercept)). See varieeruvuse varieeruvus kdib
selle kohta, millisel mééral erineb ravitundide kasutamise varieeruvus
maakondade vahel, ehk kui palju erineb ravitundide jaotamise ebavord-
sus maakondade vahel.

Jalopuks, korrelatsioon cor(Intercept, aastassentreeritud) NAitab,
et mudeli hinnang voimalikule korrelatsioonile keskmisele ravitundide
arvule maakonnas ja selle muutusele ajas on liiga ebatidpne, et
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seda moistlikul viisil tdlgendada. Sama jarelduse oleme sunnitud
tegema korrelatsiooni kohta ravitundide varieeruvuse ja selle kasvu
vahel maakondade 16ikes. Kuigi, meil on mudeli arvates vdga nork
toendusmaterjal, et esimene korrelatsioon vdiks olla positiivne
(maakondades, kus antakse rohkem ravi inimese kohta, see nditaja
pigem touseb ajas) ja et teisel juhul voiks korrelatsioon olla negatiivne
(maakondades, kus esineb suurem ebavordsus ravi jagamisel inimeste
vahel, see ebavordsus pigem langeb ajas).
Tabel 2. Mudeli

bf(teraapiasynnia ~ aasta+teraapiagytiivravi+(aastalmaakond),

sigma ~ aasta+ teraapiagktiiyravi + (@astalmaakond))

koefitsiendid (maakonna tasemel intercepte ja tduse ei ndidata).

Koefitsient Punkthinnang | Alumine TI | Ulemine TI
Populatsiooni tasemel koefitsiendid
Intercept 1,938 1,751 2,126
sigmarntercepr 1,948 1,724 2,175
aastQesentreeritud 0,042 0,013 0,067
teraapiaakriiuruvitsentreeritud 0,043 0,029 0,059
Sigmauasmtsentreeri[ud 0,079 0,035 0,121
Sigmateruapiuaktiiwaz/itsentreeritud 0,043 0,020 0,070
Maakonna tasemel koefitsiendid
sd(Intercept) 0,340 0,223 0,532
sd(sigmarpntercept) 0,407 0,270 0,627
sd(aastassentreeritud) 0,041 0,022 0,073
sd(sigmaaastarsentreeritud) 0,066 0,033 0,116
cor(Intercept,aastlsentreeritud) 0,178 -0,417 0,674
cor(sigmarngercept, SI§MAgastarsentreeritud) —0,351 -0,814 0,284

Eeljaotuse moju mudelile

Bayesaanlike mudelite m&4dramine soltub mitte ainult andmetest
(tdepdrafunktsiooni kaudu), vaid ka eeljaotusest. Range ehk kitsas
eeljaotus voib mudeli parameetri jareljaotust olulisel m#&ral nihutada
ja/voi kitsendada. Sellegipoolest kasutatakse rangeid eeljaotusi, mis
lisavad mudelisse olulist valimiandmetest soltumatut teaduslikku
informatsiooni, vidhe. Sellel on kolm voimalikku pohjust: (i) meil
lihtsalt pole teaduslikku teadmist, mida mudelisse panna, (ii) me
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ei oska oma mitte-matemaatilist teadmist eeljaotuse matemaatilisse
vormi valada ja (iii) meil on nii palju kvaliteetseid andmeid, et
eeljaotusse pandud lisainfo ei mojutaks niikuinii jareljaotuse kuju.
Sellistel juhtudel on populaarsed norgalt informatiivsed eeljaotused,
mis kiill ei kanna palju teaduslikku teadmist, kuid soodustavad mudeli
parameetriruumi kitsendades selle algoritmilist mddramist MCMC
meetoditega — eriti viheste andmete korral [16,17]. Kuna eeljaotus
voib eelteadmise peegeldajana meid viia valedele radadele, tuleks
kontrollida selle moju jireljaotusele. Selline kontroll nditab ka andmete
moju ulatust midratud mudelile, mida on eriti keerulisemate mudelite
korral hea teada. Me kasutasime brms-i eeljaotuste vaikesétteid, sest
meil on suur ja vdga kvaliteetne andmestik. Range eeljaotuse moju
demonstreerimiseks vordleme kahte versiooni sama protsessimudeliga
hierarhilisest Bernoulli mudelist

brm(teraapia_jarelravi_binaarne ~
aasta + teraapia_aktiivravi + (aasta | maakond), family =
,,bernoulli‘‘, link = ,,logit‘‘, data = andmed) .

Uhe neist méddrame brms-i vaike-eeljaotusega ja teisele anname
range ja ebamdistliku eeljaotuse, mis ilustab Eesti haigete ravikésitlust.
See ebasiiras eeljaotus iitleb, et me usume tdendosusega 0,96,
et Eestis taastusravi saajate osakaal on > 75% ja et me usume
vaid 0,0008 tdoendosusega, et see on < 50% (vastavalt taastusravi
ravijuhistele peaks see olema ldhedal 100%-le). Joonis 5 annab
tilevaate kahe mudeli eeljaotustest, ennustustest ja ennustuste
erinevust. Ndeme, et meie suur andmestik lahustas pea tdielikult
eeljaotuse moju: range eeljaotusega mudelis tousis teraapia saajate
osakaal keskmiselt vaid 3,6 protsendipunkti vorra [95% TI: — 11,1;19,1]
(Joonis 5G). Joonis 5A nditab, et brms-i vaike-eeljaotus vabaliikmele
(see nditab ravi saajate fraktsiooni), mis on mudelis defineeritud
logit-skaalas, on tdendosuste skaalasse transformeeritult norgalt
informatiivne, eelistades ekstreemseid tGendosusi. Sellest eeljaotusest
ei sdltu meie andmete korral kuigi palju, aga peame arvestama, et
vaikeste andmestike puhul voib see tommata hinnanguid mérgatavalt
null- voi tthiktdendosuse suunas. Igal juhul, mida vdhem andmeid,
seda suuremat tihelepanu tuleb osutada informatiivsete eeljaotuste
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ehitamisele.

Teaduslike jarelduste tegemine

Rakendusliku statistika iiks peamisi eesmérke on mudeliennustuste
pohjal teaduslike jarelduste tegemine. Sageli on siin tegu nn faktivastas-
te (counterfactual) ennustustega, kus ennustatakse vordlevalt tdpselt
samade nditajatega ndidis-indiviidi védljundit, kui ta kuuluks katsegruppi
ja kui ta kuuluks kontrollgruppi. Just sellised ennustused véimaldavad
pohjuslikke tdlgendusi ehk kas katset66tlus mojutaks seda kujutletavat
indiviidi péhjuslikult [18]. Kokkuvottes tihendab see, et me teeme jarel-
dusi suure maailma kohta, kasutades selleks nii mudel-ennustusi kui
teadmisi, mida me mudelisse ei pannud. Eksploratiivne andmeanaliiiis
andis aimduse, milliseid trende vdiksid regressioonimudelid edasises
analiiiisis ndidata. Mudelitest in silico genereeritud andmete vordlemi-
ne soltuva tunnuse tegeliku jaotusega aitas meil valida tdeparafunkt-
sioonid ja mudelite deterministliku osa struktuurid, mis véimaldavad
realistlikke mudelipohiseid ennustusi. Mitme mudeli tulemuste iihes-
koos vaatlemine andis parema arusaama tegeliku méju suunast ja suu-
rusest. Eeljaotuse moju hindamine kinnitas meie tulemuste valiidsust,
ndidates, et andmete suur hulk lahjendas ka vdga tugeva eeljaotuse
moju sisuliselt olematuks. Mudelite ansambli p6hised konsistentsed
ajalised trendid voimaldavad teha jargmisi teaduslikke jareldusi:

1) fiisioteraapia saajate osakaal suurenes jirelravi ajal 28 protsen-
dipunkti vorra [95% TI1:16;39], mis annab tunnistust riiklikul tasemel
toimunud pingutusest parema jirelravi tagamiseks.

2) Kuid fiisioteraapiat saanute teraapiatundide mediaan ei kasvanud
kuigivord ning

3) fiisioteraapiatundide jagamine patsientide vahel muutus iiheksa-
aastasel perioodil 1,9 korda ebaiihtlasemaks [95% TI:1,3;2,6] ja
patsiendi tasemel saadud teraapiatundide standardhilve suurenes 4,6
tunni vorra [95% T1:2,0;7,0], mis viitab kohalike ravikeskuste tasemel
aset leidva ebadigluse siivenemisele raviressursi jagamisel patsientide
vahel.

4) Mitmetasemelisest mudelitest saadud maakondlikud hinnangud
meid huvitavatele parameetritele nditavad suurt varieeruvust maakon-
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dade vahel kdigis kolmes niitajas ehk seda, et nii lisandununud ravi-
ressurss kui selle kasutamise efektiivsus liikus kohalikule tasemele viga
ebaiihtlaselt (vt [6] joonis 4 ja lisajoonis 5). Uldiselt on Louna-Eesti
tunduvalt paremas seisus kui rannikuga piirnevad maakonnad, eriti
Harjumaa, kus ravi saamise ebavordsus on vdga suur ja ravi mittesaanu-
te osakaal on viga korge.

Diskussioon

Kéesoleva t66 eesmirk oli anda kokkuvdtlik {ilevaade bayesaanliku
andmeanaliiiisi t66voost, kasutades tegeliku taastusravi andmeid.
Pole kahtlust, et bayesaanliku analiiilisi t66voog on t66mahukam
tavapirasest. Teisalt aitab selline mitme-etapiline ja mudelite ansambli
tolgendamisel pohinev ldhenemine ehitada tugevama vundamendi
teaduslikele jareldustele. Kuigi klassikaliste meetoditega joutakse sageli
sarnaste teaduslike jiareldusteni, on bayesaanlikul andmeanaliiiisil
moningaid eeliseid [19]: (i) suurem paindlikus mudelite ehitamisel
voimaldab kodeerida mudeleid, mis paremini kajastavad andmeid
genereerivaid protsesse; (ii) mudelite mddramise suurem tehniline
edukus on eriti oluline keerulisemate mitmetasemeliste mudelite
korral, eriti neil, mida arvutatakse vihestel andmetel; (iii) maaratud
mudelist saab genereerida in silico andmeid ja vorrelda neid
valimiandmetega, mis lihtsustab mudelistruktuuri optimeerimist; (iv)
mudelite jareljaotused on informatiivsemad kui punkthinnangud
usaldusintervallidega voi p-védartustega, ning need voimaldavad vastata
laiemale valikule teaduslikele kiisimustele; (v) bayesaanlik traditsioon
soosib mudelite vordlemist, mis meeldib teadlastele, kellele on kombeks
vorrelda erinevate hiipoteeside sobivust andmetega; (vi) teaduslike
teadmiste lisamine mudelisse eeljaotuse kujul aitab vdhendada
jarelduste ebakindlust ja/v6i kallutatust; (vii) bayesiaanlik analiiiis,
mis ei tdmba tiletamatut piiri andmete ja mudeli parameetrite vahele,
annab hea viisi puuduvate andmete imputeerimiseks (neid mudeli
parameetriteks timber defineerides), aga ka meta-analiitisiks; (viii)
Bayesiaanlik tdendosus, mis kdib otse parameetriviaartuste kohta, on
teadlase jaoks loomulikum ja lihtsamini kasutatav kui sageduslik
tdendosus, mis kdib andmete kohta null-hiipoteesi kehtimise korral
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[20]. Bayesaanlikul 1dhenemisel on leitud olema ka puudusi, sealhulgas
sligavalt teoreetilisi [21,22]. Meie arvates on praktilist laadi puudused,
mis reaalselt moéjutavad teadlast, kes rakendab bayesiaanlikku t66voogu,
jargmised:

1) Puudub sisse t66tatud vorm bayesiaanlike tulemuste avalda-
miseks. Kuigi leidub publikatsioone, mis pakuvad reegleid selleks, lon-
kab siiani nende iihtne rakendamine praktikas [23,24]. Siin aitab analiiii-
sikoodi tdismahus avaldamine artikli lisana, soovitavalt koos lithikese
opetusega, kuidas seda koodi kasutada ja selles olevaid mudeliobjekte
avada (vt nditeks [25]).

2) Informatiivsete eeljaotuste defineerimine keerukamatele mudeli-
tele voib osutuda keerukaks (vt joonist 6A). Selle probleemiga tegeletak-
se aktiivselt.

3) T66 mudelite ansambliga loob ohu mudelite tilemd4dramiseks
ja seega tletdlgendamiseks. Kui me eelistame tdlgendada mudeleid,
mis paremini sobituvad meie valimiandmetega, siis jddb alati oht,
et meie valimiandmed valetavad ja me teeme liiga julgeid jareldusi
nende sobivuse pohjal mudelitega, millised me oleme vilja valinud
just sellesama sobivuse tottu. Paraku alternatiiv, kus me méiarame
tihe mudeli ja elame siis selle mudeli ennustustega hoolimata sellest,
kui histi see mudel generatiivselt tootab voi andmete struktuuriga
sobitub, ei tundu meile kuigi ahvatlev. Mudelite {ilem&4ramist aitab
viltida eelkdige mudeli sobivus andmeid genereeriva protsessiga, eriti
mitmetasemeliste mudelite korral. Sellega seoses on just bayesiaanlikus
statistikas eriti oluline regressiooni sidumine formaalsete pohjuslike
mudelitega [26].

4) Ajakirjade retsensendid kipuvad votma bayesiaanlikku and-
meanaliiiisi kriitikavabalt, mis langetab kokkuvottes avaldatud t66de
kvaliteeti voi, mis veel hullem, tegema bayesiaanlikele toddele sagedus-
likku kriitikat, mis raskendab avaldamist, lisamata midagi kvaliteedile.

5) Bayesiaanlikud mudelid jooksevad aeglaselt. Meie keerulisemate
mudelite ldbiarvutamine votab siilearvutil kuni paar tundi. Lihtsad
mudelid jooksevad tavaliselt sekundite kuni minutite jooksul.
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Joonised
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Joonis 1: Ndide MCMC ahelate poolt mudeli y ~ a + bx jareljaotusest voetud
juhuvalim. (A) Numbriliselt on ndidatud 3 andmepunkti 4000st. (B) Jareljaotuse
valim 3D parameetriruumis. (C) 100-sammuline segment MCMC ahelatest
igale parameetrile (tegelikult salvestati igale ahelale 1000 sammu). Siin
on iseseisvalt jooksutatud 4 MCMC ahelat, mille konvergents on hea. D.

Parameetrite jdreljaotused tihedusplotina.
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Joonis 2: Ajalised trendid kasutatud fiisioteraapias (A) ja peamise tulemuslik-
kuse mo66diku jaotus (B). Jarelravi mittesaanute osakaal kiill vdaheneb, kuid
moistlikus hulgas ravi saanute (>10 tunni) oskaal jd&b ikkagi alla viiendiku pat-
sientidest, kes seda ravi vajavad. Peamine tulemuslikkuse mdodiku — jarelravi
ajal kasutatud fiisioteraapia tundide — tunnuse jaotus on nulle tiis ja tugevalt
paremale kaldu. Positiivsete védartuste standardhélbe (SD) vahemik on joonisel
néidatud kui keskmine (8,7) + 1SD.
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Joonis 3: Erinevate mudelite sobivuse hindamine y-tunnuse positiivsete vaar-
tuste analiiiisiks. (A) Mudel normaaljaotusel pohineva tdeparafunktsiooniga.
(B) Mudel kaldus normaaljaotusel pdhineva téepdrafunktsiooniga. (C) Mudel
lognormaaljaotusel pdhineva tdepdrafunktsiooniga. Y — saadud ravitundide
arvu empiiriline jaotus, Yrep — mudelist genereeritud 50 valimi, millest igatiks
on sama suur kui empiiriline valim, jaotused.
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Joonis 4: Ndide bayesaanliku regressioonimudeli jireljaotuse kasutami-
sest teaduslike tulemuste presenteerimiseks mudeli tunnid ~ aasta +
teraapiagktiivravi + (aastalmaakond) pohjal. (A) Mudelist ennustatud jao-
tused uuringu esimesele ja viimasele aastale. (B) Efekti suuruse jareljaotus, ehk
viimase ja esimese uuringuaasta y-tunnuste vahe. (C) Erinevate séltumatute
tunnustega Bernoulli mudelite efekti suurused. (D) Erinevate s6ltumatute tun-
nustega lognormaalsete mudelite efekti suurused teraapiatundide mediaanile.
(E) Erinevate sdltumatute tunnustega lognormaalsete mudelite efekti suurused
fiisioteraapiatundide varieeruvusele. (F) Jareljaotusest arvutatud téendosus,
et keskmiste ravitundide muutus 9 aasta jooksul on vdiksem kui 2 tundji, ning
et trend on negatiivne rohkem kui -2 tundi. (G) Bayesiaanlik p-védartus, ehk
toendosus, et ravitundide muutuse trend on negatiivne.
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