Kontinuaalsed summeerimismenetlused.

Uhest 16petamata jizinud doktoritéost

To1vo LEIGER
Tartu Ulikool

Elmar Reimersit mdilestades

1960. aastate 1opuks oli Gunnar Kangro juhendamisel Tartu iilikoolis
kaitstud 16 kandidaadivéitekirja. Oma esimesed aspirandid oli ta dppe-
td6 vajadusi arvestades suunanud algebrasse ja arvutusmatemaatikasse,
hilisemad, aastatel 1958 — 1969 kaitstud 12 t66d olid ta enda uurimisvald-
konnast, summeeruvusteooriast. Nii said Eesti korgkoolid juurde mar-
kimisvadrse arvu kaasaegse matemaatikaharidusega noori 6ppejoude,
teisalt oli pandud alus summeeruvusteooria-alasele uurimiskeskusele
Tartus. Selle téosuundadest ja -tulemustest esitas {ilevaate Kangro 1967.
a ilmunud artikkel [1], milles tdhelepanuvéirselt palju ruumi oli piihen-
datud Elmar Reimersi uurimustele uut tiilipi summeerimismenetlustest.
Need uurimused andsid mérku doktoritd6 potentsiaalist.

1970. aastatel koneldi matemaatikute seas Reimersi doktoritdost,
mis ,Moskvas ldbi ei ldinud“, kuid tegelikult doktorito6d kui sellist
ta tdendoliselt kunagi ei vormistanud. Kiill aga annab sellekohasest
ambitsioonist tunnistust 1967. a ilmunud mahukas artikkel [4]
oma mastaapsuse ja uue lihenemisnurgaga summeeruvusteooria
probleemidele. Selle artikli tulemused on tosiseltvoetavad ka praegu,
ile poole sajandi hiljem. Doktorit6o ambitsiooni kinnitab ka fakt, et
autor kiis oma tulemusi tutvustamas Moskvas, saamaks neile hinnangut
sealsetelt analiilisi valdkonna autoriteetidelt. Tollastes oludes oli see
samm vditekirja perspektiivi silmas pidades mo6dapdasmatu. Ehkki
doktorikraadi kaitsmiseni asi ei jdudnud, on Reimersi tulemused seda
vadrt, et neist niilid, pool sajandit hiljem juttu teha. Eriti seoses Elmari
lahkumisega meie hulgast aastal 2021.

Koige iildisemas vaates on summeeruvusteooria matemaatilise ana-
liitisi valdkond, mis tavalise koonduvuse koérval uurib jadade, ridade, in-
tegraalide jm alternatiivseid koonduvuseeskirju. Summeeruvusteoorias
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50 Kontinuaalsed summeerimismenetlused

nimetatakse neid eeskirju summeerimismenetlusteks. Eeskirja 2l mottes
koonduva reaalarvude jada x = (xi) = (x1, X2,...) vastavat piirvadrtust
tdhistame stimboliga limg x, koigi selliste jadade hulka stimboliga cy.
Summeeruvusteooria keeles on ¢y menetluse 2 summeeruvusvidli. Kui
iga tavalises mottes koonduv jada x on ka eeskirja 2| jargi koonduv ehk
A-summeeruv (st cy 2 ¢, kus ¢ on kdigi koonduvate jadade hulk), siis
Oeldakse, et 2l on konservatiivne. Kui sellele lisaks kehtib iga x € ¢ korral
vordus limg x = klim Xk, nimetatakse menetlust 2 regulaarseks.
—00

Jargnevate arutluste jaoks selgitame kdigepealt vajalikke moisteid
ja tdhistusi. Nagu tavaliselt, mirgivad tdhed N ja R vastavalt koigi
naturaalarvude ja reaalarvude hulka. Koéigi reaalarvuliste liikmetega
jadade x = (x) vektorruumi tihistame tihega w, selle alamruumid

0= {xe | 1Xlloo := sup | x| < oo}
keN

(koigi tokestatud jadade ruum) ja

c:= {xe w | eksisteerib limx:= klim xk}
—00

(koigi koonduvate jadade ruum) on Banachi ruumid normiga || [l
Tédhega y méargime koigi 0-1-jadade hulka, st

X :=1{w=(wp) | wg €{0,1}},
seejuures eriline roll on jadadel
e®:=0,...,0,1,0,...), kus 1 on k-s liige, ja e:=(1,1,...).
Tuntuim regulaarne menetlus, mis ei ole tavalise koonduvusega

samavadrne, on nn aritmeetiliste keskmiste menetlus Cj, sel juhul

. T R
cc, = {X€ w | eksisteerib lim — Z Xk ¢ -
n—oo n =1

Uldisemalt mé#érab iga 16pmatu reaalarvudest koosnev maatriks A =
(@nk) n,ken NN maatriksmenetluse. Nimelt, jadade teisendusega

o0
Yn=) anixr (neN)
k=1
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méidratud maatriksmenetluse A puhul

(o]
CA = {x(—: w| Y apkxi koondub (neN) jay=(y,) € c}
k=1

ning*

limax:= lim ) aukxp (X€ca).
n_’OOk::l

Summeeruvusteooria pohiteoreemi kohaselt on maatriksmenetlus A
konservatiivne (st omadusega c C cp) parajasti siis, kui

o0
sup Y 1@l <o
neN =1

ja eksisteerivad piirvaartused hm Z ank ning hm ani =: ar (keN).
OO k=

Teine oluline teoreem véidab, et A summeerlb k01k tokestatud jadad

parajasti siis, kui ta summeerib koik 0-1-jadad, teisisonu,

0 ccp© ycaa. (1)

Tahelepanuvadrselt kehtib sel juhul vordus

o0
limax =) apxy igax € > korral. 2)

k=1
Maatriksmenetlustel on teiste koonduvuseeskirjade ees mitmeid
eeliseid, eeskitt tulenevad need summeerimisvilja soodsast topoloogi-
lisest struktuurist. Nimelt on c, tdielik separaabel metriseeruv lokaalselt
kumer ruum?®, funktsionaalanaliiiisi meetodid totavad selliste ruumide

4Lihtne on niha, et C; on maatriksmenetlus maatriksiga

1 0 0 0

1 1

5 > 0 0
A= i i 1L 9

3 3 3

5Lokaalselt kumer ruum on topoloogiline vektorruum, mille topoloogiat saab kirjel-
dada nn poolnormide abil. Metriseeruv lokaalselt kumer ruum on funktsionaalanaliitisi
pohikursusest tuntud normeeritud ruumi vahetu tildistus. Meetrilist ruumi nimetatakse
separaabliks, kui tal on tihe loenduv alamhulk.
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52 Kontinuaalsed summeerimismenetlused

puhul histi. Viahem meeldiv asjaolu on jairgmine H. Steinhausi poolt
20. sajandi algul toestatud teoreem: iikski regulaarne maatriksmenetlus
ei summeeri koiki tokestatud jadasid. Tegelikult on see lihtne jareldus
seosest (2), kui pidada silmas, et regulaarse A korral a; =0 (ke N).

Vididetavalt — nii kirjutab Kangro oma tiilevaateartiklis [1] — oli Rei-
mersi uurimuste algeesmirk defineerida sellised uued summeerimis-
menetlused, mille abil saaks kirjeldada tokestatud jadade ruumi ¢*°
topoloogilist kaasruumi® (£*°)’ ehk, lihtsamalt 6eldes, leida pideva li-
neaarse funktsionaali f: /*° — R tildkuju. Teatavasti on koonduvate
jadade ruumis (c, || [lo,) niisugust iildkuju lihtne leida. Samuti on lihtne
veenduda, et iga f € ¢’ saab esitada ka kujul f (x) =limax (x € ¢) mingi
sobivalt valitud (funktsionaalist f sdltuva) konservatiivse maatriksme-
netluse A korral. Seevastu Banachi ruumi #*° puhul on selle mittesepa-
raabluse tottu olukord sootuks keerulisem, funktsionaalidel f € (¢°)’
pole iihtegi kiepirast esitust’. See asjaolu teeb ruumi £* ja tema mit-
teseparaablite alamruumide uurimise oluliselt raskemaks. Niisiis oli
puistitatud eesmirk — leida selliste koonduvuseeskirjade 2 klass, et iga
f € (¢*) saaks esitada kujul f = limg — igati asjakohane.

Mairgime, et kui selline menetluste klass tdepoolest eksisteerib,
siis Steinhausi teoreem selles ei kehti. Nimelt, kui f € (/) on
piirvairtusfunktsionaali lim € ¢’ jatk® ruumist ¢ ruumi £ (st f(x) =
limxigax € ckorral) jalimg = f, siis 2 on regulaarne ja summeerib koik
tokestatud jadad.

Reimersi idee uute menetluste ehitamiseks, mida me jargnevas
piiiame selgitada, lihtus 0-1-jadade hulgast y. Idee oli tdiesti
originaalne, konstruktsioon aga kdike muud kui lihtne. Kui

6Tuletame meelde, et normeeritud ruumi (X, | |I) topoloogiliseks kaasruumiks
nimetatakse koigi selles mddratud pidevate lineaarsete funktsionaalide f: X — R
vektorruumi, mida kéesolevas tekstis tdhistame (X, || [I)’ voi lithemalt X’. Normiga
[71:={]f @ |IxeX, Ixll <1} on X’ Banachi ruum.

"Tosi kiill, kaasruumi (¢%,] lloo)’ v6ib samastada koigi o-algebras & (N) :=
{S1S N} madratud tdokestatud aditiivsete mdodtude p: &2 (N) — R Banachi ruumiga
(ba, |l loo), kus ||u|| 00 = gup |,u (S)|, kuid ruumi ¢°° struktuuri kirjeldamisel ning tema

N

omaduste uurimisel on sellest teadmisest vihe kasu.
8Tuntud Hahn-Banachi teoreemi pohjal selliseid jitke f leidub.
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— @D mNn _ J 1"
q={w",... . wmy={wd|

on hulga y 16plik disjunktne alamhulk, st

D) e [5,,D,, (1) — 0= .
wiwl) = (wPw)  =0:=0,0,..) (i#}),
siis w:=w +... + w!"™ on 0-1-jada ning 6eldakse, et hulk g on jadaw
lahutus. Lahutust g = {w} nimetame jargnevas triviaalseks.

Jadae=(1,1,...) kdikvoimalike lahutuste hulka margime tdhega L.
Selles defineerime osalise jarjestuse <, kus seos

0] L W70 R
a={w}=a={w}
tdhendab, et kas g’ = ¢ v6i ¢’ on rangelt peenem kui ¢, st g’ on saadud
lahutusest g sel viisil, et vihemalt iiks w) € g on asendatud tema
mittetriviaalse lahutusega. Niisuguse jérjestusega on L suunatud hulk®.
Reimersi konstruktsioonis on tdhtsal kohal lahutuste siisteemid
q={gn | neN}, milles
1°q = {w®}" € L on niisugune lahutus, kus igas jadas w(? onl6pmata
palju liikmeid w{"’ = 1; olgu need selles jadas indeksitega'” iy, ja
20kuin=2,3,..., siis

Go = {e(il),w(i) _e } o
1=
m

Gs = {e(il)’e(iz)yw(i) _ (e(il) +e(i2))}, g
1=

m

m

’

o Jalin) (in-1) () _( () o ... (in_l))}
=4qeV ...,e , W elV+..-+e
qn { i=1

IMingi jarjestusseosega < varustatud hulka I' nimetatakse suunatud hulgaks, kui
suvaliste y,y’ € T korral leidub y”’ €T, et y < y” ning y’ =y". Oeldakse, et reaalarvude
suunatud pere ( yy) yer koondub arvuks y, kui iga € > 0 korral leidub selline yg €T, et
lyy —y| <€igay =7y puhul.

10Nziteks, kui g = {w),w@}, kuswV) = (1,1,0,1,1,0,...) jaw® =(0,0,1,0,0,1,...),
siis vastavad indeksite jadad on (1) = (1,2,4,5,...,3n—2,3n—1,...) ning (2,) = (3n).

Eesti Matemaatika Selts AR 2020-2021 Autoriocigus EMS, 2025



54 Kontinuaalsed summeerimismenetlused

Pole kahtlust, et g, < g,+1 iga n € N korral. Edasi vaadeldakse selliseid
suunatud alamhulki Q < L, mis rahuldavad tingimusi

e kui ¢; € Q, siis g, € Q iga n € N puhul, ja

o triviaalne lahutus {e} kuulub hulka Q.

Niisuguste hulkade Q seas on L sisalduvuse méttes suurim, vihim on

Qo ={gn | neN}, kus

g =1ejagy=1{e?,....e" Ve-(eV+...+e" ) n=23...).

3)
Fikseeritud suunatud hulga Q baasil defineerib Reimers oma konti-
nuaalsed menetlused'! . Kui igale lahutusele g € Q seame mingi eeskirja
jargi vastavusse reaalarvude jada b(q) := (bx (9)) . Siis saame jada-
de pere (b(g)),cq- Seostega 1° ja 2° médratud lahutuste siisteemile
q = {qn | n € N} seame vastavusse maatriksi A (q) = (@nx (q)),, e Dil, €t
- see on Reimersi konstruktsiooni trikikoht! —

(@nk (@) gen = a"™ (g) (neNy,

kus jada a"™ := (a, 1) ey ON Maatriksi 72-s rida.
Reaalarvude jada x = (xx) ja indeksi n € N korral tdhistame

(X qn) Z ank( )xk»

kui vaadeldav arvrida koondub. Utleme, et jada x on summeeruv
kontinuaalse menetlusega 2 arvuks y, kui eksisteerib piirvédidrtus
li(rgnQ[ (X, g») =: limg x, mis vordub arvuga y. Seejuures koonduvus y =

lingl (x, gn) on defineeritud jargmiselt:

Ve>03g=q@E)€Q:[qn€Q, qn=ql= |A(x,qn) - y| <e.

Nii defineeritud menetluste jaoks kehtivad jargmised kaks pohiteo-
reemi.
(A) Menetlus 2| summeerib tokestatult, st lisatingimusel'?

sup |A(x, gn)| < o0,
qn€Q

UTermin kontinuaalne tuleneb asjaolust, et L on kontiinumi véimsusega hulk.
12peame silmas, et koonduv pere ei pruugi olla tokestatud.
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koik koonduvad jadad parajasti siis, kui

k=1

ning jadad e jae™® (k € N) on tokestatult A-summeeruvad.

(B) Menetlus 2 summeerib tokestatult koik tokestatud jadad (sel juhul

titleme, et 2 on ¢°°-konservatiivne) parajasti siis, kui juhul Q = L kehtib

tingimus (4) ja koik 0-1-jadad on tokestatult A-summeeruvad®.
Mistahes £°*°-konservatiivse 2{ puhul garanteerib tingimus (4) arvrea

(e.0]
Y limg (wek) absoluutse koonduvuse, seega eksisteerib iga 0-1-jada w
k=1
korral
[e®)
o (2, w) :=limgw— Z limgy (wek) .
k=1
Tingimusi 1° ja 2° rahuldava lahutuste siisteemi q = {gnIneN} ja
suvalise jada x € w jaoks moodustame summad

m .
S(x qn) = Z 0 (Ql,w(’))xin (neN),
i=1

kus, nagu eespool kokku lepitud, lahutuses q; = {w(i)}?il sisaldab
iga jada w') 16pmata palju iihtesid ning need paiknevad kohtadel i,,.
Piirvadrtust

li(rgnS(x, Gn) =: S (),

kui see eksisteerib, nimetab Reimers jada x 2l -integraaliks. Seejuures

¢ iga koonduva jada x korral Sy (x) = p (2, €) klim Xk ning

limygx=p (A, e) lim xc+ ) (limme(k))xk;
k—oo k=1

13paneme tihele, et viide (A) on igati kooskdlas ,tavalise“ summeeruvusteooria
eespool sonastatud pohiteoreemiga. See saadakse juhul Q = Qg (vt. (3)), nimelt on 2
siis tavaline maatriksmenetlus A. Samas situatsioonis, st juhul Q = Qg on véite (B) puhul
tingimus (4) aga iileliigne, see on tdidetud, kui koik 0-1-jadad on A-summeeruvad (vrd.
(1).
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56 Kontinuaalsed summeerimismenetlused

¢ iga tokestatud jada x puhul

[e.@]
limg x =Sg (X) + Z (limm e(k)) Xk (5)
k=1

Uhe konkreetse ¢°°-konservatiivsete menetluste klassi defineeri-
miseks kasutab Reimers funktsionaale s: y — [0,00), mis rahuldavad
tingimusi'*

(@) s(e) =1,

(b) s(w+w) = s(w) + s(w), kui ww’ = 0, ning

(©) s(w) =s(W'), kui W = (W+1) gen-

Kontinuaalsete menetluste konstrueerimisel aluseks olnud skeemi kasu-
tades laiendab ta funktsionaali s nii, et see rakendub koigile tokestatud
jadadele. Tdpsemalt, suunatud alamhulgas Q c L vdetud lahutuste siis-
teemi q = {¢n, | n € N} ning jada x € @ puhul moodustatakse summad

m .
s(x,qn) = ‘21 s(w?) x;, ning kui eksisteerib piirviartus
i=
§(X):= li(rgns(x, qn),

siis 0eldakse, et jada x on hulgas Q s-koonduv summaks s (x) . Seejuures
¢ 5(w) = s(w) iga 0-1-jada w korral,

e 5(X) = klim X iga koonduva jada x puhul,

¢ jada x or(;0 s-koonduv juhul Q = L parajasti siis, kui ta on peaaegu
tokestatud, st kui leidub selline 0-1-jadaw, et s(w) =0 jax—xwe .
Kui defineerida siisteemi q = {¢,, | n € N} puhul maatriks A (q) seosega

o s(w?), kuik=ip,
“”k(q)“{ 0, kui k # in,

siis nende maatriksitega mdaratud kontinuaalset menetlust 2( nimetab
Reimers (mitte pdris onnestunult) ithikmenetluseks. Sel juhul A (x, g,) =

14Neid tingimusi rahuldavad niiteks Banachi piirvédirtused. s.o pidevad lineaarsed
funktsionaalid ruumis £°°, mis saadakse piirvdartusfunktsionaali lim: ¢ — R jatkamisel
ruumist ¢ ruumi £°.
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s(X, q»), mistottu

« iga hulgas Q 2-summeeruv jada on peaaegu tokestatud,

e juhul Q = L on jada x jaoks 2-summeeruvus ja s-koonduvus
samavadrsed tingimused,

e kui Q = Qq, siis ¢y = c.

Kuna tokestatud jadad on peaaegu tokestatud ja tihikmenetlused
on regulaarsed, siis oleme saanud sellised regulaarsed kontinuaalsed
menetlused 2, mis summeerivad tokestatult koik tokestatud jadad.
Niisiis, Steinhausi teoreem kontinuaalsete menetluste jaoks iildjuhul ei
kehti.

Ka Reimersi pohieesmérk — esitada ruumis ¢°° pidevad lineaarsed
funktsionaalid 2(-piirvddrtustena — on nendele menetlustele joukohane.
Kui f € (¢®) ja q={qn|neN} on fikseeritud lahutuste siisteem
esimese lahutusega g1 = {w®}?" | siis juhul Q = L moodustatakse
maatriks A (q) = (a,« (q)) nii, etiga i = 1,..., m korral

f (e, kuir <n,
on-l :
ani, (q):=4 f(w?)- }?Zlf(e(’f)), kuir=n,
]:
0, kuir > n.

Selliste maatriksitega médratud kontinuaalne menetlus 2 summeerib
tokestatult iga tokestatud jadax arvuks f (x), teisisonu, iga x € £*° korral
f %) =limg x ehk (vrd. valem (5))

f®=Sqg®+ ) upxp (xe€%),
k=1

o0
kus uy := f(e®) ning ¥ |uxl < co. Seejuures funktsionaali f norm
k=1

kaasruumis (¢*°)" arvutatakse valemiga

I71=sup 3" |o (2 w®)[+ 5 1.
qeQ i=1 k=1

Reimersi teooriale lisab oluliselt kaalu asjaolu, et summa s abil saab
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esitada funktsioonide x: [0,1] — R Lebesgue’i integraali'® % - fol x(ndt.
Kbéigepealt niitab autor, et igale Lebesgue’i mottes moodtuvale (lithidalt
Z£-moodtuvale) alamhulgale A c [0, 1] vastab 0-1-jada w4 nii, et

¢ 5s(w4) on hulga A Lebesque’i moot ja

e kui A,Bc[0,1] ning AN B =, siiswywp =0.

Seega, kui {A;,..., Ay} on hulga [0,1] £-md6tuv lahutus, s.o selline
Z-mootuvate alamhulkade siisteem, et

AinAj=o (i#j) ja [0,1]= UAl,

siis sellele vastab jada e lahutus q; = ~{w(”}i:1 , kus w =w .. Teiseks,
igale ldigus [0, 1] tokestatud funktsioonile x seab Reimers vastavusse
tokestatud jada x nii, et suvalise € > 0 puhul leiduvad £ -md6tuv lahutus
{A1,..., An} ning indeks N € N, mille korral

|x(8)—x;,| <& kuir€ A;jan= N.

Koosnegu alamhulk Q¢ < L jada e koikvoimalikest lahutustest g =
{wid}"  kus w®) vastab mingile #-modtuvale hulgale A; < [0,1]. Siis
I6igu [0, 1] £-mootuvate lahutusete {Ay, ..., A} ja jada e lahutuste g =
{w?}" € Qg vahel on iiksiihene vastavus. Seejuures iga tokestatud
Z-mootuva funktsiooni x: [0,1] — R Lebesgue’i integraalsumma o =

m

.Zlm p(A;) puhul

i=
lim(o - s(x,qn)) =0,
Qg

151 askumata Lebesgue’i integraali definitsiooniga seotud tehnilistesse detailidesse,
maérgime vaid selle pohimottelist erinevust Riemanni integraalist, mida opetatakse
analiitisi pohikursustes. Funktsiooni x : [a,b] — [c,d] Riemanni integraalsumma
on kujul Z]’Z“:lx(ék)Atk, kus a=1t) <t <--- <ty = b on 1digu [a, b] alajaotus,
Aty =ty — tg_1 ja &g € [tx—1, tx] - Riemanni integraal on selle summa piirvddrtus
protsessis max; <<, At — 0. Lebesgue’i integraali puhul ldhtutakse alajaotustest
c=r19<r <--<r,=d ja osaldikude originaalidest Ej := x~ ' ([ry,re_1]),
selle integraalsumma on kujul ¥} | ngp(Ex), kus ng € [rp_1,7x] ning p(Ex) on
hulga Ej Lebesgue’i moot. Viimane defineeritakse kui nn vidlismoot p* (Ey) :=
1nf{ 2, (bi—a;)|(a;,b;) < la,b], Ex < U l(ai,b,-)}, eeldusel et u* (Ex) = b—a -
w* (Ia, b1 \Eg).

Mairgime veel, et Lebesgue’i mottes integreeruvate funktsioonide hulk % sisaldab
koik Riemanni mottes integreeruvad funktsioonid. Seejuures on .#; Banachi ruum, mis
teeb Lebesgue’i integraali moiste eelistatavamaks funktsionaalanaliiiisi seisukohalt.
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kus x on funktsioonile x vastav tokestatud jada. Teisisonu,

1
2-[ x(Ddr=s5x).
0

Niisiis, tokestatud £-mooétuva funktsiooni Lebesgue’i integraali saab
esitada kujul limgy, kus 2l on kontinuaalne iihikmenetlus.

Esitatud kokkuvote Reimersi tulemustest on kirjutatud 1967. a
ilmunud publikatsiooni [4] p&hjal. Kuid médda ei saa minna ka viis
aastat varem ilmunud td6st [3], mis tegelikult on artikli [4] esialgne
versioon. Sisult, mahult ja struktuurilt on kaks teksti tisna sarnased
ning eespool kirjeldatud uute menetluste konstruktsioon on t66s [3]
pohimotteliselt olemas, puudub Lebesgue’i integraali puudutav osa.
Seejuures on t66s [3] autori ldhenemine probleemidele sirgjoonelisem,
mistottu jddvad dohku moned kahtlused ning vastuseta kiisimused.
Sellest pisut toorevoitu artiklist polekski pohjust rddkida, kui mitte
asjaolu, et laiema, mitte-venekeelse matemaatikute kogukonnani
joudis info Reimersi ideedest artikli [3] kajastuste 14bi referatiivsetes
ajakirjades. Nimelt sai neis just [3] pohjalikuma kisitluse ning
viimistletud tekstile [4] piihendatud referaadid vaid viitasid t6dle
[3]. Viimast refereerisid onneks asjatundlikud autorid: ajakirjas
Mathematical Reviews G. G. Lorentz (MR0156128 (27#6060)) ning
ajakirjas Zentralblatt fiir Mathematik und ihre Grenzgebiete M. S.
Rangachari'®. Viimase referaat Zbl 0151 05804 oli ajakirja formaati
arvestades markimisvdirselt pohjalik. Hinnangutes olid moélemad
vaoshoitud, nentides, et osa autori arutlustest jdi neile viheveenvaks.
Lorentz kahtles summa s definitsiooni korrektsuses. Nimelt oli
artiklis [3] funktsionaali s: y — [0,00) definitsioonis eelpool toodud

16G. G. Lorentzi (1910 — 2006) roll summeeruvusteooria arengus 20. sajandil
oli tdhelepanuviddrne. Stindinud Sankt-Peterburgis ning saanud kandidaadikraadi
Leningradi {ilikoolis, sattus ta teise maailmasdja ajal Saksamaale. Habiliteerus
Tiibingeni tilikoolis, oli mitmete Saksamaa, Kanada ja USA iilikoolide professor. Oma
opilastest nimetab ta teiste hulgas K. Zellerit, kes oli kaasaegse summeeruvusteooria
iiks peaideolooge, ja meilgi tuntud monograafia autorit G. M. Peterseni. Oma 1948. a
ilmunud artikliga pani Lorentz sisuliselt aluse peaaegu koonduvate jadade teooriale.

M. S. Rangachari sulest on ilmunud palju summeeruvusteooria alaseid t6id, pohiliselt
Tauberi teoreemide kohta, aga ka mittearhimeediliste jadade summeeruvusest.
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tingimustele (a) - (c) lisatud veel iiks, mis vdidetavalt pidi garanteerima
selle funktsionaali iihesuse. Selle seadis Lorentz oma referaadis kahtluse
alla. Ndhtavasti oli see Lorentzi etteheide peamine p&hjus, mis sundis
Reimersit kirjutama kogu t66 uut versiooni.

Nagu eespool mirgitud, esitas vdga pohjaliku iilevaate Reimersi
tulemustest Kangro oma artiklis [1], mis tutvustab Tartu Riiklikus
Ulikoolis aastatel 1964 — 1967 teostatud summeeruvusteooria—alaseid
uurimusi. Kuigi selle kirjanduse loetelus on vaid t66 [3] (artikkel [4]
polnud iilevaate [1] kirjutamise ajaks veel ilmunud), kajastab tekst just
artikli [4] tulemusi. Asjaolu, et neile on pithendatud peaaegu pool kogu
artikli [1] mahust, nditab Kangro kérget hinnangut. Kontinuaalsetele
menetlustele viitab Kangro ka oma suures iilevaateartiklis [2].

Doktoritdo perspektiivist vaadates oli Reimersi jaoks koige olulisem
saada positiivne hinnang oma tulemustele Moskvast, analiiiisi valdkon-
na nimekatelt spetsialistidelt. Teatavasti korraldas Noukogude Liidus
teaduskraadide andmist VAK!”. See riiklik organ andis lubasid erialade
kaupa kaitsmiskomisjonide moodustamiseks kérgkoolides ja uurimis-
asutustes ning kinnitas voi liikkkas tagasi kaitsmiskomisjonide poolt
omistatud teaduskraadid. VAK-i ekspertidena tegutsesid valdkondade
tunnustatud teadlased, nende hinnangust soltus tegelikult viitekirja
saatus. Eriti oluline oli ekspertide roll doktoritodde puhul, millele esitati
Noukogude Liidus vidga korgeid ndudmisi, reeglina eeldati, et doktorit6o
pidi avama matemaatikas uue uurimisvaldkonna.

On teada, et Reimers esines ettekandega oma tulemustest Moskvas
P. L. Uljanovi'® seminaris, kelle sénal oli VAK-is kaalu. Paraku loodetud
toetust autorile ei tulnud, seminarist osavotjate suhtumine tema
toosse jdi ilmselt skeptiliseks. Selle peamine pohjus oli tdendoliselt
Moskva matemaatikute iildine suhtumine summeeruvusteooriasse.
Nad olid huvitatud selle rakendustest funktsiooniteoorias, kuid sellega
seotud {ildteoreetilisi probleeme ei loetud doktoritoode tasemel
»dissertaabliks“. Voimalik, et oma osa méngis ka esitatud materjali
tehniline keerukus. Kuigi Reimers valdas perfektselt vene keelt ja, nagu

17VAK on akroniiiim venekeelsest nimetusest Vassaja atestatsionnaja komissija.
18p 1, Uljanov (1928 — 2006) oli aastast 1960 Moskva Riikliku Ulikooli professor ning
funktsionaalanaliiiisi ja funktsiooniteooria kateedri juhataja.
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tema loenguid kuulanud iilidopilased on kinnitanud, tal oli eriline oskus
keerulisi matemaatilisi probleeme lihtsalt esitada, Moskva skeptilise
kuulajaskonna veenmiseks sellest ndhtavasti ei piisanud.

Pdrast ebadnnestumist Moskvas Reimersi entusiasm kontinuaalsete
menetlustega edasi tegelda vdhenes. Tosi kiill, ta avaldas sel teemal veel
lithiartikli [5] s-koonduvusega seotud tihilduvuskiisimustest ning artikli
[6], mis on seotud Lebesgue’i integraali esitamisega summa s abil, kuid
naases seejarel oma uurimistdos tavaliste maatriksmenetluste juurde
ning keskendus Tauberi teoreemidele. Uhele Eesti summeeruvusteooria
ajaloo omaniolisele ning paljulubavale peatiikile, mis sisuliselt jii
I6petamata, oli pandud punkt.

Kiisimusele, kas Reimersi tulemused véddrinuksid VAK-i doktorikraa-
di, pole iithest vastust. Aga suure tdendosusega voib vdita, et nendes
oli olemas doktoritdd potentsiaal, mille nimel oleks tasunud edasi t66-
tada. Nende tulemuste edasiarendamine nii tildise teooria, kuid eriti
rakenduste osas andnuks arvatavasti ka VAK-i poolt aktsepteeritava
doktorit66.
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