Poordiilesanded murrulistele tuletistele

JAAN JANNO JA NATALIIA KINASH
Tallinna Tehnikatilikool

Murrulisi tuletisi iseloomustab mittelokaalsus. See voimaldab neile
piistitada tilesandeid, mis tavaliste tdisarvuliste tuletiste korral ei oma
motet.

Vaatleme Riemann-Liouville'i ja Caputo tuletisi jirguga «a € (0,1).
Need on defineeritud jargmiste valemitega:

d -« .
DgLu(t):a m*u(t) , >0 ja
-
a !/
Dcu(t):m*u(t), t>0,

kus stimbol * tdhistab konvolutsiooni, st

t
f1*f2(t)=f0 filt—1) f2(r)dT, t>0.

Olgu T >0jaé € (0, 7). Eeldame, et funktsioon u ja tema tuletis on teada
vahemikus (T -6, T). Eesmérgiks on jitkata see funktsioon tervesse
vahemikku (0, T). On selge, et tdisarvulise tuletise korral ei ole see
voimalik. Kuid funktsiooni # murruline tuletis vahemikus (T — 6, T)
sisaldab informatsiooni selle funktsiooni kditumise kohta ka eelnevas
vahemikus (0, T — §) ja taoline probleemi piistitus on tdiesti asjakohane.

Toestame piistitatud jatkamise tilesande iihesuse murrulise tuletise
korral. Kuna iilesanne on lineaarne, piisab jargmiste implikatsioonide
kehtivuse nditamisest:

u(t)=0, Dy u(t)=0,te(T-6,T) = u()=0,t€(0,7),(1)
u(t)=0, Deu(t)=0,te(T-6,T) = u()=0,t€(0, 7). (2)

Toestame koigepealt implikatsiooni (1). Rahuldagu funktsioon u
tingimusi u € L,(0, T), r(tl;_aa) *UE Wl1 (0, T) ja eeldame, et implikatsiooni
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(1) vasak pool kehtib. Kuna u(#) =0, r € (T -6, T), siis avaldis Dy, u(t) =
0, t€ (T -6, T) teisendub jargmisele kujule:

d (0 @-0)*
E](; mU(T)dT—O, te(T-6,T).

Tuumas esinev singulaarsus on dra ldigatud ja me saame operaatoriga
% integraali alla minna:

T-6 ( _+—a-1
f %u(r)m:o, te(T-6,T). 3)
5 —

Tuum on koguni I6pmata arv kordi diferentseeruv. Seega rakendades
vordusele (3) iiha uuesti ja uuesti operaatorit % saame jargmise
vordustejada:

T-6 (t_r)—a—n
f — u(n)dr=0, te(T-6,T), n=1,2,.... 4)
0 I'(—a—-n+1)

Valime konkreetselt {ihe punkti #y € (T - §, T) ja korrutame konstandiga
I'(—a—n+1). Saame

T-6
f (to—-1)"* "u(r)dtr=0, n=12,.... (5)
0

Tehes vorduse (5) vasakul poolel oleva integraali all muutuja vahetuse
o = (to—7)! teisendub see jargmiselt:

T-6 b 1
f (to—1) " "u(n)dr =f 0“2 u(ty — —)dp,
0 a (Y
kus a=t;', b= (tp— T +6)~'.2 Jarelikult saame vordusest (5), et
b
f ofv(e)dp=0, k=0,1,2,..., (6)
a

kus v(p) = 0* tu(fy - é). Neist avaldistest tuleneb, et

b
f P(o)v(p)dp =0,

2Kuna kujutus [0, T — 8] 3 7 — (fy — 1)~} € [a, b] on difeomorfne ja u € L1 (0, T - 6),
siis on taoline muutuja vahetus korrektne ja u(ty — %) € L1(a, b) (vt [1], Section 16.4).
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kus P on suvaline poliinoom. Kuna poliinoomide hulk on kaikjal tihe
ruumis Cla, b], saame

b
fz(p)v(g)dgzO Vze Cla,b]. (7)

Valemiga Vz = [, f v(p)z(p)dp defineeritud funktsionaal V kuulub ruumi
Cla, b] kaasruumi ja tema norm avaldub kujul ||V = V|1, 4,5)- Kuna
(7) pohjal V = 0, siis v(p) = 0. Siit tuleneb, et u(¢t) =0, t € (0, T - §).
Kuna eelduse pohjal u(t) =0, t € (T -0, T), saame u(t) =0, t € (0, T).
Implikatsioon (1) on téestatud.

Implikatsiooni (2) tdestus on sarnane. Tdsi kiill, tuleb eeldada u
suuremat siledust. Olgu u € Wl1 (0, T) ja kehtigu (2) vasak pool. Siis

T-6 (t—T)_a , ~
/(; m”(l’)d'l;—o, tE(T—é,T). (8)

Operaatori % jarkjargulise rakendamisega tuletame vordustejada

T-6 (t_T)—oc—n
f —u'(‘[)dTZO, te(T-6,7), n=0,1,2,....
0 I'(—a—n+1)

Fikseerime ty € (T — &, T). Saame
T-6
f (th-7)"* " (1)dT1 =0, te(T-6,T), n=0,1,2,....
0

Edasi teeme muutuja vahetuse p = (fo — 7). Saame [ : e"v(p)dp =0,
n=0,12,..., kus v(g) = p“‘zu’(to — é). Kordame eelmise toestuse
samme. Tulemuseks saame v(p) = 0, millest jiareldub, et u'(¢) = 0,
t€ (0, T-9).Kuna u(t) =0, t € (T—-6,T) ja u on pidev, siis saamegi
u(t)=0,te(0,7).

Poordiilesanded iildistatud murrulistele tuletistele

Jargnevalt vaatleme iildistatud murrulisi tuletisi, milles astmefunkt-
sioon on asendatud suvalise tuumaga. Need on defineeritud jargmiselt:

d
DM = —lkxu(®l, >0 ja
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DR um =k=u' 1), t>0,

kus k on etteantud funktsioon. Nditeid tuuma k kohta on toodud
paragrahvi 16pus.

Meid huvitab kiisimus: kas eelmises paragrahvis téestatud impli-
katsioonid (1) ja (2) jadvad taolise iildistuse juures kehtima? Paraku
eelmises paragrahvis kasutatud meetod ei t66ta juba lihtsamate {il-
distuste korral. Niiteks kahe murrulise tuletise summa korral, kui
k(p) = r(%;l) + 1“(%;2)’ 0 < a; < ay < 1, saaksime vordustejada (4) ase-
mel

T-6
j()

n=12,....

(t-7)™ 0" (t-7) "

+
I'-a;—n+1) TI'(-ax—n+1)

u(t)dr=0,te(T-6,T),

Nendest vorranditest ei saa ¢ = 1y fikseerimise ja muutuja vahetusega
tile minna seostele kujul (6). Ei aita ka vorrandite lineaarsete
kombinatsioonide moodustamine.

Onneks leidub iiks teine elegantne meetod, mida saab iildise k
korral kasutada. Meetod on publitseeritud artiklis [2].

Tdhistame funktsiooni f : (0,00) — R Laplace’i teisendust
jargmiselt:

f(8)=($t—»sf)(s)=f0 e’ f(ndtr.

Eeldusel, et

JueR: f e M f(pldt < oo,
0

Laplace’i teisendus f eksisteerib ja on analiiiitiline pooltasandil Res > p.
Kui f on tokestatud kandjaga, siis on f tdisfunktsioon.

Teoreem. [2] Rahuldagu funktsioon k jdrgmisi tingimusi:

[e.0]
aueR:f e M k(1)|dt < oo, 9)
0

k on reaalanaliiiitiline poolloigus (0,00), (10)
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k eiole meromorfselt jdtkatav kogu komplekstasandileC.  (11)
Siis kehtivad jérgmised vdited.

Kuiu€ L (0,T) jakue W0, T), siis

{k} (12)
w® =0, DM u)=0,1e (T-6,7) = u®)=0,1€(,T).
Kuiue W0, T), siis

(13)

u(®=0,DPu(t)=0,te(T-5,T) = u(®=0,te(0,7).

Toestus. Olgu u € L1(0,T), k+u € Wl1 (0, T) ja kehtigu implikatsiooni
(12) vasak pool. Jatkame funktsiooni u nulliga vahemikku (7,00) ja
defineerime

f@=DFuw, r>o0.

Kehtib seos
d T-6 T-6
f(t)=%/ k(t—r)u(r)dT:f K(t-1umdr, kuit>T-9.
0 0

On vbimalik nididata, et eeldusest (10) jareldub, et funktsioon f
on reaalanaliiiitiline vahemikus (T — §,00).2 Implikatsiooni (12) vasaku
poole pohjal kehtib f () =0, t € (T — 9, T). Analiiiitilise jatkamise teel
saame f(t) =0, t€ (T —0,00). Nii u kui ka f on tokestatud kandjaga.

Rakendame vordusele

d
f) = E[k* u(nl], t>0,
Laplace’i teisendust. Saame
f(s) = sk(s)ii(s) -0, Res> p, (14)

kus 0 = k = u(t)|;=¢. Kui oletada, et u ei ole nullfunktsioon, siis tuleneb
avaldisest (14) jirgmine seos:

f(s)+0

SUu(s)

=k(s) koigi s korral, mis rahuldavad Res > pu ja sii(s) #0. (15)

3Seda saab niidata nii, et k jitkatakse kompleksanaliiiitiliseks funktsiooniks
kc(z) ja toestatakse, et fc(z) = fOT_5 kc(z — T)u(r)dr rahuldab Cauchy-Riemanni
vorrandeid. Viimasest tulenebki, et fé ahend f on reaalanaliititiline vahemikus (T —
0,00). Tdpsemalt voib lugeda artiklist [2].
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Kuna u ja f on tokestatud kandjaga, siis on i ja f tdisfunktsioonid.
Seega on avaldise (15) vasak pool meromorfselt jatkatav kogu
komplekstasandile C. Kuid eelduse (11) pohjal ei ole seda vorduse (15)
parem pool. Jdudsime vastuoluni. Jarelikult on u nullfunktsioon ja see
toestabki implikatsiooni (12).

Toestame ka (13). Olgu u € Wl1 (0, T) ja kehtigu implikatsiooni (13)
vasak pool. Tdhistame v = v/, jitkame funktsiooni v nulliga vahemikku
(T,0) ja defineerime

fo=D"um, t>0 ehk f(r)=k*uv(), t>0.

Taas on voimalik ndidata, et f on reaalanaliiiitiline vahemikus (7, 00).
Seega eeldusest f(t) =0, t€ (T -6, T), tuleneb, et f(£) =0, t € (T—6,00).
Nii v kui ka f on tokestatud kandjaga.
Rakendades vordusele f = k * v Laplace’i teisendust saame f(s) =

k(s)9(s), Res > p. Kui oletada, et v ei ole nullfunktsioon, siis

fl ~ . o

70 k(s) koigi s korral, mis rahuldavad Res> u ja U(s) #0. (16)
Kuna v ja f on tokestatud kandjaga, siis on ¥ ja ftéisfunktsioonid ning
avaldise (16) vasak pool meromorfselt jitkatav kogu komplekstasandile
C. Kuid eelduse (11) pohjal ei ole seda vorduse (16) parem pool. Jarelikult
v on nullfunktsioon ja u on konstant. Kuna u(¢) =0, t € (T -6, T), siis u
on nullfunktsioon. Implikatsioon (13) kehtib. ([

Jargnevalt toome néiteid Teoreemi tingimusi rahuldavate tuumade
kohta.

1. Murruliste tuletiste 10pliku lineaarkombinatsiooni korral
k(t) = Z;?:l)fjr(tlf;j), kusy;#0,0<a; <...<a, < 1. Eeldused

(9) ja (10) on téidetud. Kehtib k(s) = ¥/_; . Funktsioonil k on
hargnemispunktid, jarelikult on tdidetud ka (11).

2. Jaotatud murruliste tuletiste korral k(#) = fol p(a)r(tl;_aa)d a, kus
p € L1(0,1). Eeldame, et p(a) = 0, p(a) £ 0. Ilmselt on tdidetud (9)
ja (10). Kehtib k(s) = fol p(a)sl%,,da. Arvutame:

R 1
lim Imk(s) =f p(a)sin((a—1) x (x7))da i 0.
Args—=m, 0

|s|=1
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Seega on funktsioonil k(s) hiippekoht punktis s = -1 ja (11) on
tdidetud.

3. Tempereeritud murrulise tuletise korral k(t) = e‘“r(tl;_aa), kus

A1>0,0< a < 1. Taas on tdidetud (9) ja (10). Laplace’i teisendus
k(s) = oT A)l = omab hargemispunkti, seega on tdidetud ka (11).

4. Atangana-Baleanu tuletise korral k(t) = = aEa ( 1= a), O<acx<l,
kus E, on Mittag-Leffleri funktsioon. Jéllegi on tédidetud (9) ja
(10). Laplace’i teisendus k(s) = omab hargnemispunkti.

Jarelikult on tdidetud ka (11).

sa—l
(1-a)s*+a

Olgu toodud niide ka tuuma kohta, mis ei rahulda Teoreemi
tingimusi. Caputo-Fabrizio tuletise tuum on k(t) = ﬁe‘ﬁt , A >0,
0 < a < 1. Ilmselt on tdidetud (9) ja (10). Kuid eeldus (11) ei ole
tididetud, sest k(s) = m on meromorfne kogu komplekstasandil.
Néitame, et sellise tuuma korral ei kehti ka implikatsioonid (12) ja (13).
Konstrueerime kontrandited. Olgu 1 suvaline nullist erinev element
ruumist Ly (0, T — §), mis on ortogonaalne elemendiga etal lte(0,7—5) St
kehtib fOT_5 eTa"1y(1)dt = 0. Defineerime

{ up(), te(,T—5)
u(t) =
0, te(T-6,T).

IImselt ,
k*u(t) = e‘ﬁ[f ema"u(r)dr € W0, T).
0

Kuite (T -6,T), siis

Ci a a T-6 a
{k}u(t) Ek*u(t):—l ae 1aff e’ uy(r)drt =0.
- 0

Vaatlusaluse funktsiooni u korral on tdidetud implikatsiooni (12) vasak
pool, kuid funktsioon ei ole samaselt vordne nulliga vahemikus (0, T).
Jargnevalt defineerime

{ up(t), te(0,T—-5)
v(t) =
0, te(T-06,T)
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jau(t) = [;_sv(r)dr. Siis ue W} (0, T). Kui t € (T - 8, T), siis

T-6
D{Ck}u(t):k* v(t)ze_ﬁtf eT-a"uy(1)dt = 0.
0

Implikatsiooni (13) vasak pool kehtib, kuid u ei ole nullfunktsioon
vahemikus (0, 7).

Aja- ja ruumimuutujatest soltuva allikafunktsiooni
rekonstrueerimise iilesanne

Késitleme iihte rakendusliku sisuga iilesannet, mis taandub podordiiles-
andele murrulise tuletise jaoks. Olgu Q ruumi R” lahtine alamhulk.
Vaatleme jargmist tildistatud murrulist tuletist sisaldavat difusioonivor-
randit hulgas Q:

D¥u(x, )= Au(x, ) + F(x, 1), (17)

kus t on aeg, A on Laplace’i operaator, u on difusiooniprotsessi
olekumuutuja ja F on allikafunktsioon.
Olgu

F(x,1)=0, (x,))eQx(T-6,T), (18)
kus & on mingi arv 0 ja T vahel. Ulesanne on jargmine: etteantud
ulx, 1), (x,)eQx(T-6,T)
pohjal méirata
ulx, 1), (x,)eQx(0,T) ja F(x,1), (x,0)eQx(0,T).

Selline iilesanne tekib nidteks minevikus (¢t < T — §) aktiivsete
reostusallikate madramisel pohjavees voi atmosféiris ajahetke t = T
timbruses tehtud moéotmiste tulemuste alusel.

Fikseerime x € Q. Eelduse (18) pdhjal saame vorrandist (17)

D u(x,t) = Au(x, 1), te(T-6,T). (19)
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Paremal poolel olev funktsioon Au(x, t), t € (T —6,T) on teada, sest
u(x, 1), (x,1) e Qx (T -4, T), on etteantud. Seega on teada nii u(x, 1), t €
(T-96,T) kuika DgC} u(x, t), te (T-46,T).Juhul, kui k rahuldab Teoreemi
tingimusi ja u on piisavalt sile, on u(x, t) iheselt jatkatav vahemikku
t€ (0,T). Kuna x € Q on suvaline, on u(x, t), (x,t) € Q x (0, T) iiheselt
taastatav. Lopuks saab allikafunktsiooni F(x, 1), (x, ) € Q x (0, T) leida
ilmutatud valemi

F(x,/) =DM u(x, ) - Aulx, 0, (x,n €Qx (0,7
abil, sest selle valemi parem pool on madratud.
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