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1. Sissejuhatus

Matemaatika ajalugu késitlevatest toodest nahtub, et 17.
sajandiks oli matemaatikute ette kerkinud mitmeid iilesandeid,
mille lahendamiseks puudus sobiv metoodika. Uheks selliseks
iilesandeks oli kiisimus koverale joonele puutuja joonestamisest
antud punktis. Alles piirvaartuste meetod voimaldas anda iildise
lahendusviisi sellele iilesandele ja jouda vilja matemaatika iihe
viljakama moiste — funktsiooni tuletise juurde. Peale taisarvulist
jarku tuletise moiste sissetoomist kerkis iiles ka kiisimus, kas
on voimalik defineerida ja anda sisu funktsiooni murrulist
(mittetaisarvulist) jarku tuletisele. Kuna nii 17. sajandil kui ka veel
palju hilisemal ajal, kui funktsiooni murrulise tuletise moéiste oli
juba olemas, ei olnud néha, millised voiksid olla murrulise tuletise
rakendusvoimalused, siis suhtuti funktsiooni murrulisse tuletisse
kaua kui kasutusse kurioosumisse.

Alles viimastel aastakiimnetel on suhtumine radikaalselt muu-
tunud ning huvi murruliste tuletiste vastu on hiippeliselt kasvanud.
Nimelt on selgunud, et funktsiooni murrulised tuletised on suu-
reparaseks vahendiks paljude reaalse elu ndhtuste matemaatilisel
modelleerimisel. Selle pohjuseks on asjaolu, et sageli kirjeldavad
murrulisi tuletisi sisaldavad diferentsiaalvorrandid vaadeldavate ma-
terjalide ja protsesside kditumist paremini kui klassikalised téaisarvu-
list jarku tuletistega diferentsiaalvorrandid. Murruliste tuletistega
diferentsiaalvorrandeid kasutatakse naiteks viskoossete poliimeeride
ja plastmasside uurimisel [5] ning aeglase difusiooni kirjeldamisel
mitmesugustes poorsetes, bioloogilistes ja fraktaalsetes keskkon-
dades [11]. Viimasel ajal on murrulistele tuletistele leitud iiha
uusi rakendusvoimalusi fiilisikas, mehaanikas, tehnikas, keemias,
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majanduses, finantsmatemaatikas, bioloogias, meditsiinis ja teistes
valdkondades [35].

Murrulise tuletise moistega seotud matemaatilisi aspekte on
pohjalikult késitletud monograafiates |5, 15, 31, 33| ja artiklis [39].
Kuna murruliste tuletistega diferentsiaalvorrandite tépne lahen-
damine ei ole enamasti voimalik, siis tuleb nende lahendamiseks
kasutada numbrilisi meetodeid. Korget jarku tapsusega numbriliste
meetodite konstrueerimisel murruliste tuletistega diferentsiaalvor-
randite jaoks tekivad aga sageli raskused vaadeldavate vorrandite
lahendite voimaliku isedrase kiditumise parast [5]. Murruliste tule-
tistega diferentsiaalvorrandite lahendamisega seotud kiisimusi on
vaadeldud paljudes to6des, vt néiteks [1, 4, 5, 8, 10, 18, 31, 34|.
Mérgime, et palju kasulikku teavet funktsiooni murruliste tuletis-
tega seotud temaatika kohta saab ka aastal 2019 kirjastuse De
Gruyter viljaandena ilmunud 8-koitelisest teadustoode kogumikust
[20]. Selle kaheksast eraldi raamatust koosneva seeria kaks esimest
koidet on piihendatud murruliste tuletiste baasteooriale (toimeta-
jad A. Kochubei ja Y. Luchko), kolmas numbrilistele meetoditele
(toimetaja G. E. Karniadakis), neljas ja viies rakendustele fiiiisikas
(toimetaja V. E. Tarasov), kuues rakendustele juhtimisteoorias
(toimetaja I. Petras), seitsmes ja kaheksas rakendustele inseneri
ning sotsiaalteadustes (toimetajad D. Baleanu ja A. M. Lopes);
seeria iildtoimetajaks on J. A. Tenreiro Machado.

Kaéesoleva artikli eesmérk on tutvustada lugejale praktikas sageli
kasutatavate murruliste tuletiste moisteid ja moningaid murruliste
tuletistega diferentsiaalvorrandite ligikaudse lahendamisega seotud
probleeme. Me vaatleme koigepealt iihte tdhendusrikast ajaloolist
momenti funktsiooni murrulise tuletise moiste siinniloos. Seeja-
rel toome sisse Riemanni-Liouville’i integraaloperaatori moiste ja
vaatleme tema tdhtsamaid omadusi. Tuginedes Riemanni-Liouville’i
integraaloperaatori moistele defineerime funktsiooni Riemanni-
Liouville’i ja Caputo murruliste tuletiste moisted ning kisitleme
nende olemasolu ja siledusega seotud kiisimusi. Seejéarel kommentee-
rime lithidalt moningaid viimasel ajal Tartu Ulikoolis valminud t6id
murruliste tuletistega diferentsiaalvorrandite valdkonnas. Lopuks
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vaatleme iihe Caputo murrulise tuletisega diferentsiaalvorrandi
ligikaudset lahendamist etteantud algtingimuse korral. Kéesolev
kirjutis tdiendab ja tapsustab artikli [22] murrulisi tuletisi kisitlevat
osa.

2. Tuletis kui funktsiooni murrulise tuletise erijuht

Juba giimnaasiumis opitakse, et iihest argumendist (muutujast)
soltuva funktsiooni tuletis on funktsiooni muudu ja argumendi
muudu suhte piirvadrtus kui argumendi muut ldheneb nullile.
Paneme 6eldu kirja monevorra tdpsemalt. Olgu ¢ funktsiooni y =
y(t) médramispiirkonna sisepunkt. Siis on funktsiooni y véirtus
maédratud nii punktis ¢ kui ka selle mingis véikeses timbruses. Olgu
muutuja h vadrtus selline, et punkt ¢ + h kuulub funktsiooni y
maaramispiirkonda. Vaatleme suhet

y(t+h) —y(t)
h )
kus suurus A ldheneb nullile. Et protsessis A — 0 voivad muutujal
h olla vaid nullist erinevad véartused, siis jagamine suurusega h
on alati lubatav. Kui sellel suhtel on protsessis h — 0 olemas
piirviirtus, siis seda piirvadrtust nimetatakse funktsiooni y = y(t)
tuletiseks kohal ¢ ja mérgitakse stimboliga ¢’ voi y/(t):

y(t+h) — ()

"(t) = i 1.36
(1) = im X0 (1.36)
Geomeetriliselt kujutab funktsiooni y = y(t) tuletis /'(t)

funktsiooni y graafiku puutuja tousu kohal ¢ [12]. Mehaanika
seisukohalt tahendab tuletis y/(t) seaduse y = y(¢) alusel liikuva
keha (néiteks auto) kiirust ajahetkel ¢. Moistes liikumist selle sona
filosoofilises mottes kui mis tahes ndhtust looduses, tehnikas voi
ithiskonnas, voime oelda, et y tuletis 3’ kohal ¢ tihendab seaduse
y = y(t) alusel toimuva néhtuse kulgemise kiirust (intensiivsust)
ajahetkel ¢ [12].

Kui funktsioonil y = y(t) on 16plik tuletis kohal ¢, siis 6eldakse,
et ta on diferentseeruv sellel kohal. Kui funktsioon y = y(t) on
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diferentseeruv kohal %, siis ta on pidev sellel kohal. Téepoolest, kui
funktsioonil y = y(t) on olemas 16plik tuletis 3/ (¢) kohal ¢, siis

fim [yt -+ ) — (8)] = lim [y“ =y h}

Y _ (;lfino {y(t+h}1—y(t)D}1}§)h:y’(t> 0=0,

mis titlebki, et funktsioon y = y(t) on pidev kohal ¢. Kui funktsioon
on diferentseeruv vaadeldava piirkonna igas punktis, siis deldakse,
et ta on diferentseeruv selles piirkonnas.

Kui funktsiooni y = y(¢) mééramispiirkonnaks on 16ik [a,b],
a < b, siis selle 16igu otspunktid a ja b ei ole vaadeldava piirkonna
sisepunktid ning ¢ = a ja t = b korral ei saa vaadelda piirvaértust
kujul (1.36), kus h voib omandada nii positiivseid kui negatiivseid
vaartusi. Sel korral 16igu [a, b] vasakpoolses otspunktis voib konelda
ainult funktsiooni y parempoolsest tuletisest 3'(a+) kohal a ja
parempoolses otspunktis — vasakpoolsest tuletisest y/'(b—) kohal b,
kus

/ T y(a+h)—y(a) N 1 y(b+h)—y(b)
y(at) _h—lgﬁw h Y (=) _h—}g,ll:<0 h '

Oeldakse, et funktsioon on diferentseeruv 16igus [a,b], kui tal on
olemas loplik tuletis vaadeldava 16igu igas sisepunktis ning l6igu
otspunktides a ja b on tal olemas vastavad loplikud iithepoolsed
tuletised y'(a+) ja y'(b—) (enamasti kirjutatakse siin siiski lihtsalt
y'(a) ja y'(b)).

Lisaks stimbolitele ¢’ ja y/(t) kasutatakse funktsiooni y = y(t)
tuletise markimiseks ka siimboleid

%y(t), d?ji—(tt)’ %, Dy. (1.37)

Téahistuse Dy korral nimetatakse suurust D diferentsiaaloperaato-
riks ehk diferentseerimise operaatoriks, see tdhendab teisenduseks,
mis igale diferentseeruvale funktsioonile y seab vastavusse selle
funktsiooni tuletise y’, seega Dy = 1/.
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Kui funktsioon y = y(t) on diferentseeruv kohal ¢ ja selle
mingis timbruses, siis on tal 1oplik tuletis 3 vaadeldava piirkonna
igas punktis. Selles piirkonnas kujutab siis ¢’ argumendi ¢ teatavat
funktsiooni, mis omakorda voib olla diferentseeruv mingites oma
méadramispiirkonna punktides. Seejuures funktsiooni ¢’ tuletist (y’)’
kohal ¢ nimetatakse funktsiooni y teist jarku tuletiseks ehk teiseks
tuletiseks kohal ¢ ja margitakse siimboliga y” voi y”(t):

"(t+h)—y'()
") = () = 1i y'( .
y'(0) = /() = lim L
Asendades tahistustes (1.37) funktsiooni y tema tuletisega o/,
niaeme, et y = y(t) teise tuletise y” markimiseks voime kasutada
ka siimboleid

d\* o dyt) dy
(E) y(t), iz g2 D*y.

Uldiselt, olgu m mingi positiivne tiisarv, st ta kuulub
naturaalarvude hulka N = {1,2,...}. Olgu funktsioonil y = y(t)
kohal ¢ olemas 16plik (m—1) - jarku tuletis (kui m = 1, siis moistame
funktsiooni 0 - jérku tuletise osas funktsiooni ennast). Kui sellel
(m — 1) - jarku tuletisel on kohal ¢t omakorda olemas tuletis, siis
viimast nimetatakse funktsiooni y = y(t) m - ndat jarku ehk m -
jarku tuletiseks kohal ¢ ja mérgitakse siimboliga y(™) vai y(™(t):

Y0 = 5 (40 w)

Lisaks tdhistusele y(™ ja y(™) (t) kasutatakse funktsiooni m - jarku
tuletise markimiseks ka stimboleid

(d)my(t), i) 4y D™y.

dt dem ’ dem’

Seejuures m = 1 korral jdetakse nendes slimbolites indeks 1
kirjutamata (st nad esitatakse kujul (1.37)) ning m < 3 korral
kirjutatakse y(M),y? ja y®) asemel enamasti v/,y” ja y"; siimbol
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D™ kannab m-jarku diferentsiaaloperaatori ehk diferentseerimise
operaatori nime (m = 1 korral D! = D) ning kirjutis D™y
tdhendab, et diferentsiaaloperaatorit D tuleb funktsioonile y jarjest
rakendada m korda.

Eespool toodud funktsiooni tuletise moistet puudutav arutelu
tugines eeldusele, et funktsiooni tuletise jark on taisarv. Sellel
kitsendusel pole tegelikult mingit fundamentaalset pohjust. See-
tottu on loogiline kiisida, mis saab siis, kui funktsiooni tuletise
jark ei ole taisarv? Selline kiisimus kerkis iiles juba sel ajal, kui
Isaac Newton (1643 - 1727) ja Gottfried Wilhelm Leibniz (1646
- 1716) panid aluse korgema matemaatika vundamendiks olevale
diferentsiaal- ja integraalarvutusele. Kui Leibniz tutvustas iihes oma
kirjas Guillaume de L’Hospitalile (1661 - 1704) funktsiooni y = y(t)
tuletiste méarkimiseks Leibnizi poolt kasutusele voetud tahistust

d™y(t)
dtm

(eeldades vaikimisi, et m on naturaalarv), sai ta vastuseks kiisimuse
"Mida tdhendab dztzi,(f), kui m = %?”. Vastuse leidmine sellele
kiisimusele osutus viga raskeks iilesandeks ning Leibniz ei suutnud
sellele kiisimusele anda ammendavat vastust. Viimaks arvas ta
prohvetlikult, et "... see kiisimus kujutab endast teatavat paradoksi,
millest ehk vaid tulevikus kasulikke jéreldusi teha saab ... " [15].
Seda L’Hospitali 1695. aastal esitatud kiisimust voib pidada
oluliseks téhiseks funktsiooni murrulise tuletise moiste arengus.
Alates sellest ajast hakkasid matemaatikud, fiiiisikud, mehaanikud
ja teiste valdkondade esindajad motlema sellele, kas ja kuidas saab
funktsiooni tuletise moistet nii iildistada, et see katab ka olukorrad,
kus tuletise jark on taisarvust erinev positiivne reaalarv, naiteks T%o’
%, %, V2 voi . Tanapéeval teame, et selline iildistamine on voimalik
(ja isegi mitmel viisil [5, 20, 33]). Ometi ei suudetud siin kaua aega
jouda positiivsete tulemusteni. Kulus peaaegu poolteist sajandit,
enne kui Georg Friedrich Bernhard Riemann (1826 - 1866) ja Joseph
Liouville (1809 - 1882) 19. sajandil leidsid, et funktsiooni murrulise

tuletise moisteni saab jouda integreerimise kaudu [5, 20|, nimelt
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teatava integraaloperaatori abil, mida t&napdeval nimetatakse
Riemanni-Liouville’i integraaloperaatoriks voi Riemanni-Liouville’i
murrulise integreerimise operaatoriks.

Termini operaator all moistetakse matemaatikas tavaliselt
teatavat spetsiifilist matemaatilist operatsiooni — teisendust,
kujutust, funktsiooni, eeskirja jne. Tépsemalt saame operaatori
defineerida jargmisel viisil (vt néiteks [21]). Olgu Y ja Z
mingid etteantud hulgad, see tdhendab mingi tunnuse alusel
iitheks tervikuks kokku voetud objektid. Hulka koondatud objekte
nimetatakse selle elementideks. Asjaolu, et y on hulga Y element,
tahistatakse y € Y; kui y ei ole hulga Y element, siis kirjutatakse
y € Y. Kui Y] on hulk, mille iga element kuulub hulka Y, siis
oeldakse, et hulk Y7 on hulga Y osahulk ehk alamhulk ja kirjutatakse
Y1 C Y. On selge, et iga hulga Y korral Y C Y.

Kui on antud eeskiri 7', mis seab hulga Y igale elemendile
vastavusse hulga Z kindla elemendi, siis 6eldakse, et on defineeritud
operaator T', ja kirjutatakse T' : Y — Z. Kui elemendile y € Y
seatakse vastavusse element z € Z, siis kasutatakse kirjutist z = Ty,
y € Y (kasutatakse ka kirjutusi z =T(y),y € Y, voi T : y — z,y €
Y). Hulka Y nimetatakse operaatori 7" méaramispiirkonnaks ning
oeldakse, et operaatori T' vadrtuste piirkond T'(Y") asub hulgas Z.

Operaator I : Y — Y, mis hulga Y igale elemendile seab
vastavusse sama elemendi, see tdhendab, et iga y € Y korral
Iy = vy, kannab samasusteisenduse ehk identsusteisenduse ehk
ithikoperaatori nime. Paneme téhele, et iihikoperaatori rakendamine
on selline tegevus, mille tulemusena iildse midagi ei muutu.

Jargnevas vaatleme hulga Y osas hulka C[0,b], 0 < b <
oo, mis koosneb koigist 16igus [0,b] pidevatest funktsioonidest
(esituse lihtsustamiseks vaatleme siin ja edaspidi tldise 16igu [a, b]
asemel 16iku [0, b]) ning operaatori T osas Riemanni-Liouville’'i §
- jarku integraaloperaatorit J° : C[0,b] — C[0,b], § > 0, mille
defineerimisele kohe asume.
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3. Riemanni-Liouville’i integraaloperaator

Olgu 0 < § < oo mingi positiivne reaalarv. Vaatleme teisendust
J?, mis seab igale 16igus [0,b] pidevale funktsioonile y vastavusse
funktsiooni J%y = (J%y)(t) valemiga

@ﬁw@):féSZkt—@&ngda (1.38)

kus 0 < ¢t < b ja I'(d) on Leonhard Euleri (1707 - 1783) nimega
seostatav Euleri teist liiki integraal ehk gammafunktsioon:

r(6) = / e *s9tds, 0<6 < oo. (1.39)
0

Valemis (1.38) oleva integraali fg(t — 5)971y(s)ds alumiseks rajaks
on 0 ja iilemiseks rajaks ¢, kus 0 < t < b. Seega see integraal
ning jarelikult ka J% = (J%)(t) kujutab endast muutuja
t funktsiooni. Seda funktsiooni nimetatakse Riemanni-Liouville’i
murruliseks integraaliks, valemiga (1.38) defineeritud operaatorit
J% aga Riemanni-Liouville’i § - jarku integraaloperaatoriks ehk
murrulise integreerimise operaatoriks [5, 15, 20, 33].

On hésti teada (vt néiteks [13]), et gammafunktsioon I' = T'(9)
on maaratud ja pidev (isegi lopmata arv kordi diferentseeruv)
vahemikus (0, 00) ning iga § > 0 korral kehtib vordus

T(5+1) = §T(5), (1.40)

mida nimetatakse gammafunktsiooni taandamisvalemiks. Vottes
0 = n € N, saame taandamisvalemit n korda rakendades vorduste
ahela

'n+1)=nl'(n) =n(n—1)I'(n—1)=n(n—-1)---1-T(1).

Kuna (vt (1.39))

00 h
ra) = / e °ds = lim e ®ds = lim (1 — e_h) =1,
0

h—oo Jo h—o0
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siis ndeme, et
'n+1)=n!l, neN. (1.41)

Sellest jareldub, et gammafunktsioon I iildistab faktoriaali moistet,
see tdhendab, funktsiooni n! =1-2---(n — 1) - n, mis on méédratud
vaid naturaalarvude hulgal N.

Edaspidi ldheb meil vaja gammafunktsiooni vaartust kohal %
Selle leidmise saame taandada I'(3) leidmisele, sest valemi (1.40)
pohjal ['(3) = $I'(3). Kui 0 < § < 1, siis kehtib vordus

™

POT-8) = oo (1.42)

Vottes siin § = 3, saame [F(%)]z =, millest I' (1) = /7. Seega

T (g) - g (1.43)

Meil 1dheb vaja ka valemit

gy - I'(6) ()
0—1r1 _ \n—1 _ —\Y)2 )
/OS (1—ys) dS_F(5+n)’kuS d>0,n7>0. (1.44)
Viimase vorduse vasakul poolel olevat integraali nimetatakse Euleri
esimest liiki integraaliks ehk beetafunktsiooniks. Valemite (1.42) ja
(1.44) toestused voib leida raamatust [13].

Osutub, et Riemanni-Liouville’i murruline integraal J% on
pidev funktsioon 16igus [0, b] mis tahes § > 0 ja y € C]0, b] korral.
Néitame seda vahemiku (0, b) puhul.

Antud § > 0 ja y € C[0, b] korral t&histame

u(t) = /0 (t — 5)° "1y (s)ds. (1.45)

Fikseerime t € (0,b) ja olgu suurus h selline, et t + h € (0,b).
Lihtsuse mottes olgu A > 0. Siis

u(t+h) = /Ot(t +h—s)°Ly(s)ds + /tt+h(t + h—s)° "Ly (s)ds.
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Markides

K =
Jnax, ly(s)l,

saame

t t+h
lu(t + h)—u(t)|= ‘/O(t +h— s)aly(s)ds+/t (t+h—s)"Ly(s)ds

- [yt

0
t
< [ | =) Jy(s)lds
0

t+h
+ / (t+h— ) y(s)|ds
t

< K(I + 1),
kus .
L = / }(t—k h—s)"1—(t—s)"1]ds
0
ja
t+h h5
I2=/ (t+h—s)5_1ds:7.
t

Kuid = 1,siis I; = 0. Kui 0 < § < 1, siis on (t+h—s)°"1 < (t—s)°""
iga s € [0,t) korral ja seega

¢ ¢
L = / (t—s)°"tds — / (t4+h—s)"lds
0

0

2%[5+h5—(t+h)5] gh;.

Kui § > 1, siis (t +h —5)°71 > (t —5)°~! iga s € [0,] korral ning
seetottu

t
L = / (t+h—s)"tds— [ (t—s)"tds
0

:%[(tJrh)‘s—h‘s—t‘s] <
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Kokkuvottes saame jargmise hinnangu:

2Kps <5< 1
t+h)—ut) < 9 —
fut ) u()|—{%[h5+(t+h)5—t5},5>1.

Seega mis tahes reaalarvu 0 > 0 korral limy_q |u(t + h) — u(t)| =0,
mis titlebki, et valemiga (1.45) defineeritud funktsioon u = wu(t)
on pidev kohal ¢ € (0,b). Jarelikult ka funktsioon J%y on pidev
kohal ¢ € (0,b), sest (J‘Sy) (t) = F() u(t) ja %5) on konstant.
Analoogiliselt saab néidata, et ( ) (t) on pidev kohal t = 0 ja
t=b.

Niisiis, Riemanni-Liouville’i integraaloperaatori J¢ korral voime
kirjutada, et J° : C[0,b] — C[0,b], sest J° tdepoolest seab igale
pidevale funktsioonile y hulgas C[0,b] vastavusse funktsiooni .J%y,
mis kuulub hulka C[0, b]. Téapsem arutelu néitab, et kui y € C|0, b,
siis |9, 33|

J%y € H°[0,b]  C[0,0] (0 <6 <1)
ning
Joy € c™[0,0], kui 6 >m, m € N.
Hulk H°[0,b] (0 < § < 1) koosneb sellistest funktsioonidest z €

C[0,b], mis rahuldavad 16igus [0,b] Holderi tingimust 6 € (0,1)
korral: leidub konstant ¢ > 0 nii, et

[2(t) = 2(s)| < et —sI°

igat, s € [0,b] puhul. Stimboliga C"[0, b] t&dhistame koigi 16igus [0, b]
m korda (m > 0) pidevalt diferentseeruvate funktsioonide hulka,
seejuures C°[0, ] = C0, b].

Operaatori J° definitsioonist (1.38) jireldub mis tahes § > 0 ja
y € C[0,b] korral, et

(Joy)(0) =0 (6> 0,y e C[0,b]). (1.46)

Kui 6 = 0, siis valem (1.38) ei ole rakendatav, sest I'(§) on
madratud vaid § > 0 korral ning mis tahes ¢t > 0 puhul integraal
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fg(t — 5)%71y(s)ds hajub, kui § = 0. Monograafias [33] saadud
tulemuste pohjal voime 6elda, et iga 16igus [0, b] pideva funktsiooni
y = y(t) korral

li Sy)(t) = y(t).
s (J%y)(t) = y(t)
Seega 6 = 0 korral on loomulik defineerida operaator J9 : C[0,b] —
C'0, b] ithikoperaatorina vordusega

(JP) () = y(t), kus 0 <t <b, yeC[0,b]. (1.47)

Mirgime, et Riemanni-Liouville’i integraaloperaatori J° méé-
ramispiirkonna osas voime C]0,b] asemel vaadelda ka mingit laie-
mat funktsioonide klassi, niiteks funktsioonide hulka LP(0,b),
1<p<oo.

Hulk LP(0,b) (1 < p < oo) on koigi l6igus [0,b] Lebesgue’i
mottes modtuvate funktsioonide y = y(¢) hulk, mille korral
eksisteerib loplik Lebesgue’i integraal

b
/ ()Pt
0

Hulk L*°(0,b) on koigi 16igus [0,b] Lebesgue’i mottes modtuvate
funktsioonide y = y(¢) hulk, mille korral

inf sup |y(t)| < oo,
EC[0,b],u(E)=0 tG[O,b]\E| @)l

kus p(F) on hulga E Lebesgue’i moot ja t € [0,b] \ E tiahendab, et
t €10,b], kuid t ¢ E.

Vordus y = z hulgas LP(0,b) (1 < p < oo) tédhendab seda,
et y = z peaaegu koikjal 1oigus [0,b]. Margime, et kaks 1oigus
[0,b] Lebesgue’i mottes mootuvat funktsiooni y = y(t) ja z =
z(t) on vordsed peaaegu koikjal 16igus [0, 5], kui nende erinevus
on voimalik vaid t € FE korral, kus E C [0,b] on ldigu [0, ]
alamhulk, mille Lebesgue’i moot on vordne nulliga. Seega hulga
LP(0,b) (1 < p < oc0) elementideks on 16igus [0, b] peaaecgu koikjal
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ihtivate funktsioonide klassid. Kui 1 < p < g < o0, siis (vt néiteks

[2])
L*°(0,b) C L9(0,b) C LP(0,b).

Kui § > 0 ja y € L'(0,b), siis Riemanni-Liouville’i murruline
integraal J%y eksisteerib peaaegu koikjal 16igus [0,b] ning Joy €
LY(0,b); kui §; > 0 ja 62 > 0 ning y € L'(0,b), siis peaaegu koikjal
16igus [0, b] kehtib vordus

(JO1T02y)(t) = (S H02)(1); (1.48)

kui y € C[0,b] voi §; + 2 > 1, siis vordus (1.48) kehtib iga ¢ € [0, b]
korral [5,33]. Kui0 < d < 1, p > gJayE LP(0,b), siis Joy € C]0, b];
kui d,p > 1 jay € LP(0,b), siis J°y € C[0,b] [9, 33].

4. Riemanni-Liouville’i murruline tuletis

Tuginedes Riemanni-Liouville’i integraaloperaatori moistele,
saame sisse tuua Riemanni-Liouville’i murrulise tuletise moiste.

Olgu ACI0, b] koigi loigus [0, b] absoluutselt pidevate funktsioo-
nide hulk. Mérgime, et 16igul [0,b] méédratud funktsiooni y = y(t)
nimetatakse absoluutselt pidevaks, kui iga € > 0 korral leidub § > 0
nii, et mistahes omavahel mittelcikuvate vahemike siisteemi

(ai,bi) - [O,b] (2'21,...,n;nEN)

puhul tingimusest > . ;(b; — a;) < & jéreldub, et >, |y(b;) —
y(a;)] < e. Absoluutselt pidev funktsioon y € AC[0,b] on
diferentseeruv peaaegu koikjal 16igus [0, b] ning tema tuletis y €
L'(0,b) [5, 21]. Jargnevas liheb meil vaja ka funktsioonide hulka
AC™[0,b] (m € N), mis koosneb sellistest funktsioonidest y €
C™=10,b], mille (m — 1)-jérku tuletis y™~) on absoluutselt pidev
16igus [0, b]:

AC™[0,8] = {y € C™1[0,b] : y'™ V) € AC[0,b]}, m € N.

Olgu «a € (0,00) mingi reaalarv ja olgu m = [«], see tahendab,
et m on vahim téisarv, mis on suurem voi vordne arvuga «. Teiste
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sonadega, m on selline taisarv, et m — 1 < a < m. Funktsiooni
y € C[0,b] Riemanni-Liouville’i a-jarku murruline tuletis D%,y =
(D%.y)(t) kohal ¢t € (0,b] defineeritakse valemiga [5, 15, 31, 33]

(i) (1) = S (T ) ), (1.49)

kus funktsioon J"~ %y on méératud vordusega (1.38), kuim—a > 0
ja vordusega (1.47), kui m — o = 0. Valemiga (1.49) méaératud
operaatorit

Dy, = D"J™% (a>0,m = [a]), (1.50)

nimetatakse Riemanni-Liouville’i murrulise diferentseerimise ope-
raatoriks. Kui a = 0, siis ka m = [«/] = 0 ning valemi (1.47) tottu
on loomulik defineerida (vt (1.49)—(1.50))

DY, =D =1, (1.51)

kus I on iithikoperaator. Osutub, et iga o > 0 korral kehtib vordus
(vt naiteks [5])

(D% JYy)(t) = y(t), kus t €[0,b], ye C[0,b)]. (1.52)

On selge, et valemit (1.49) saame kasutada vaid niisuguse pideva
funktsiooni y € C]0,b] Riemanni-Liouville’i murrulise tuletise
D%,y = (D%;y)(t) leidmiseks, mille korral funktsioonil J™~ %y
on olemas m - jarku tavatuletis D™J™ %y kohal ¢ € (0,b]. Kui
y € AC™[0,b] (m = [a], a > 0), siis Riemanni-Liouville’i
murruline tuletis D%,y eksisteerib peaaegu koikjal 16igus [0, b] [33].

Kui o = m € N; siis jareldub valemitest (1.47) ja (1.49), et iga
y € C™|0, b] korral kehtib vordus

d™y(t)

(DELy)(t) =

ehk
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Teiste sonadega, taiarvulist jarku Riemanni - Liouville’i murruline
tuletis funktsioonist y on vordne sama jarku tavatuletisega
funktsioonist y. Seega valemiga (1.49) defineeritud Riemanni -
Liouville’i murruline tuletis on toepoolest tavatuletise moiste
iildistus juhule, kus tuletise jark voib olla mis tahes positiivne
reaalarv.

Kahjuks ei ole Riemanni - Liouville’i murrulise tuletise moiste
vaba puudustest [5, 6, 20]. Naiteks on tavatuletiste vallast hésti
teada, et konstantse funktsiooni tuletis vordub nulliga: kui y(¢) = C,
kus 0 <t < bja C on mingi konstant, siis y(t+h)—y(t) = C—C =0
ja seega valemist (1.36) jireldub, et 3/(t) on vordne nulliga iga
t € [0,b] korral. Valemist (1.49) aga jareldub, et mittetdisarvulist
jarku Riemanni - Liouville’i murruline tuletis konstandist C' ei ole
vordne nulliga, kui C' # 0. Selle néditamiseks oletame, et a > 0 ei
ole tdisarv. Siis m = [a| > «, 0 < m — « < 1 ning valemi (1.49)
pohjal saame konstantse funktsiooni y = C' korral kirjutada

D00 = s () [ s as

__C  [(a\Tie 0<t<b
" T(m—a)\dt) m-—a’ -

Kuna
(%) t"r=m—-a)(m—a—-1)---(m—a—(m—-1))t™°
=m—-a)im—a—-1)---1—-a)t™® 0<t<b,

siis

(DR OND) =

ay mmam (-t 0<t<h

Teiselt poolt, kui o = m € N, siis D%, = D ja seega Dy, C =
D*C = 0. Loppkokkuvottes saame, et iga t € (0, b] korral

0, aeNvoiC =0,

Wl ©10= {_F(mc_a) (m—a=1)---(1-a)t™ agN, m=[al.
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Seega D%;C on nullist erinev, kui C' on nullist erinev ja o > 0 ei
ole taisarv.

Nimetatud puudusest on vaba Riemanni - Liouville’i murrulise
tuletise teatav modifikatsioon, mille 1967. aastal [3, 5, 20|
esitas Itaalia geofiilisik Michele Caputo (stindinud 1927). Kuigi
analoogiline modifikatsioon esineb ka to6des [7] ja [32], mis ilmusid
Caputo to6ga [3] umbes samal ajal, seostatakse jargnevas osas
vaadeldavat Riemanni-Liouville’i murrulise tuletise modifikatsiooni
enamasti vaid Caputo nimega.

5. Caputo murruline tuletis

Olgu a > 0 ja olgu m = [«]. Olgu

)_n

m—

y j

( m— ly
7=0

funktsiooni y € C™~1[0, b] Taylori (m — 1)-jérku poliinoom punktis
0. Olgu funktsioon y € C™71[0,b] selline, et iga t € (0,b] korral
leidub funktsiooni y — T;,—1y a-jarku Riemanni-Liouville’i tuletis
(D% (y — Tin—1y))(t). Viimast avaldist nimetatakse funktsiooni y
Caputo a-jéirku murruliseks tuletiseks D¢,y = (Dg,,y)(t) kohal
t € (0,b] [5, 15]:

(Dapy)(t) = (Drr(y = Tn—1y)) (1), (1.55)

kus @« > 0, m = [a], y € C™710,b], T—1y on defineeritud
valemiga (1.54) ja 0 < t < b. Valemiga (1.55) méératud operaatorit

Dg,, nimetatakse a-jirku Caputo murrulise diferentseerimise
operaatoriks.
Kui o = 0, siis analoogiliselt vordusega (1.51) on loomulik
defineerida
0
Dcap - I,

kus I on iihikoperaator.
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Kui « = m € Njay € C™0,b], siis D"T,,,—1y = 0 ning
valemite (1.53) ja (1.55) pohjal saame D¢,y = D™ (y — Tin—1y) =
D™y — D™T,,_1y = D™y, see tdhendab, et

Cap = D™, m € N.

Seega sarnaselt Riemanni-Liouville’t murrulise tuletisega langeb
taisarvulist jarku Caputo murruline tuletis funktsioonist y kokku
sama jarku tavatuletisega funktsioonist y. Nii nagu Riemanni-
Liouville’i murrulise tuletise korral, saame ka Caputo murrulise
tuletise jaoks, et [5, 15]

(DGapd“y)(t) = y(t), kus 0<t<b, a>0, yeC0,d].
(1.56)
Kuid erinevalt Riemanni-Liouville’i murrulisest tuletisest on Caputo
murruline tuletis %apC vordne nulliga mis tahes konstandi C
korral:

Dg,C =0, a>0. (1.57)

Toepoolest, konstantse funktsiooni y(t) = C (0 < t < b) korral
jareldub valemitest (1.38), (1.50) ja (1.55), et

D&,,C =D"J""(C ~C)=D"J"*0=0 (a>0, m=/a]).

Osutub, et kui y € AC™[0,b] (m = [a], > 0), siis (vt [5, 15])
Caputo murruline tuletis D¢,y eksisteerib peaaegu koikjal 16igus
[0, b] ning

D¢y = J"*D™y. (1.58)

Margime, et sageli kasutataksegi funktsiooni y Caputo murrulise
tuletise D¢,y defineerimisel valemi (1.55) asemel just valemit
(1.58), vt néiteks [31].

Kui y € C™[0,0], m € N, siis Dg,y € C[0,b], kus
m —1 < a < m. Teiste sonadega, tingimus y € C™|0,0b]
on piisav selleks, et funktsioonil y on olemas pidev Caputo
tuletis D¢,y € C[0,b]. Ebaselge on siin, millised tingimused
on selleks tarvilikud. See sai selgeks alles aastal 2016, kui ilmus
G. Vainikko pohjapanev t66 [39] (vt ka [40]) funktsioonide
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murrulise diferentseeruvuse kohta. Selles t66s on murrulise
diferentseerimise operaatorina vaadeldud Riemanni - Liouville’i
operaatori J° poordoperaatorit ja leitud iildine kriteerium léigus
pideva funktsiooni murrulise diferentseeruvuse jaoks. Saadud
iildiste tulemuste baasil on esitatud murruliselt diferentseeruvate
funktsioonide klassi ammendav kirjeldus nii Riemanni - Liouville’i
kui Caputo definitsiooni korral. Muuhulgas on antud tarvilikud ja
piisavad tingimused selleks, millal funktsioonil y € C™71[0,b] on
olemas valemiga (1.55) méaratud Caputo murruline tuletis Deapy €
C10,b], m —1 < o < m. Lihtsuse mottes esitame vastava tulemuse,
kui « € (0,1). Sellisel juhul jareldub valemitest (1.38), (1.49) ja
(1.55), et 1digus [0, b] pideva funktsiooni y = y(t) Caputo « - jarku
murruline tuletis kohal ¢ € (0, ] avaldub valemiga

(D) () = sy o | (6= 57" (s) = 9(0)ds, (1)

kus T' on Euleri gammafunktsioon. T66st [39] jareldub, et kui
0 < a<1ljay e C[0,b], siis jairgmised viited (i) ja (ii) on
samavaarsed:

(1) funktsioonil y leidub pidev Caputo murruline tuletis D¢,y €
C[o,b];

(ii) eksisteerib 16plik piirvadrtus lim; ot~ “[y(¢) — y(0)] ning
leiab aset koondumine

/t y(t) —y(s) /“ Mds‘ 0.
0

lim  sup (t — s)otL (t — s)otl

0—1
0<0<1 0<t<b

Leiame 1opuks funktsiooni y(t) = v/t (0 < t < b) Caputo 3-jirku
tuletise. Valemi (1.59) pohjal

: L4 b —0)ds = —— L [(1—g)hs
(D))= I ACORICETE v &=t stas
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kus 0 < ¢ < b. Valemi (1.44) abil saame, et

2

NM—‘
—~~
~

|

w
v
N
QU
»

|
~

S—
2

\]
(S
Yy
—_

|

\]
N—
(V)
QU
\]

I

1 by 1
@/Os(t—s) dS—F(

Kuna ['(2) = 1T(1) = 1 ja T(3) = ¥ (vt (1.43)), siis nieme, et
funktsiooni y(t) = vt (0 < t < b) Caputo i—Jarku tuletis avaldub
jargmiselt:

N3

1
(Déapy)(t) = 5 kus 0 <t <b. (1.60)

6. Murruliste tuletistega diferentsiaalvorrandid

Murruliste tuletisega diferentsiaalvorrandiks nimetatakse vor-
randit, mis seob otsitavat funktsiooni y = y(¢) tema murrulist jarku
tuletistega ja soltumatu muutujaga t. Paljude rakenduslike iilesan-
nete matemaatilisel kirjeldamisel méngivad tadhtsat rolli lineaarsed
Caputo murruliste tuletistega diferentsiaalvorrandid kujul

p—1
(DEa ) () + > di() (D)) = f(1) (0< ¢ <b, b>0; peN),
7=0

(1.61)
kus kordajad d; = d;(t)(j = 0,...,p — 1) ja vabaliige f =
f(t) on antud funktsioonid ning y = y(t) on otsitav funktsioon,
(D Capy)( ) (5 =0,...,p) on aga otsitava funktsiooni y Caputo -
jarku murrulised tuletised,

0§Oéo<041<...<04p.

Kui p = 1 ja a9 = 0, siis vorrand (1.61) kujutab endast iihe
Caputo murrulise tuletisega diferentsiaalvorrandit. Sellise vorrandi
lahendamist vaatleme selle artikli jargmises osas. Kui o = j, j =
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0,...,p, siis on tegemist tdisarvuliste tuletistega p-jarku hariliku
diferentsiaalvorrandiga, mille teooriat ja lahendusmeetodeid on
késitletud néiteks t60des [29, 37]. Kui koik arvud ag,...,q, el
ole taisarvud, siis nouab vorrandi (1.61) lahendamine spetsiaalsete
meetodite viljatootamist, kuna mittetaisarvuliste tuletistega dife-
rentsiaalvorrandite korral ei ole reeglina rakendatavad téisarvulist
jarku tuletistega diferentsiaalvorrandite vallast tuntud tulemused.
Eelkoige puudutab see diferentsiaalvorrandi lahendi siledusega seo-
tud kiisimust (funktsioon on sile, kui ta on vaadeldavas piirkonnas
vahemalt iiks kord pidevalt diferentseeruv). Nimelt on tédisarvulist
jarku tuletistega diferentsiaalvorrandi (1.61) lahendite siledus téie-
likult dra méaaratud vorrandi kordajate do, ..., d,—1 ja vabaliikme f
siledusega: kui do, ..., dp—1, f on k korda pidevalt diferentseeruvad
16igus [0, b] mingi k € N korral, siis diferentsiaalvorrandi lahendid on
k+1 korda pidevalt diferentseeruvad 16igus [0, b] [29]. Mittetaisarvu-
list jarku tuletistega diferentsiaalvorrandite (1.61) korral on kiisimus
vorrandi lahendi siledusest palju komplitseeritum — vorrandi (1.61)
lahend y ei pruugi olla diferentseeruv 16igu [0, b] koigis punktides
isegi siis, kui vorrandi kordajatel do,...,dp—1 ja vabaliikmel f on
olemas kuitahes korget jarku tuletised, mis on pidevad 16igus [0, b].
Vaatleme néiteks iithe Caputo murrulise tuletisega diferentsiaalvor-
randi algtingimusega iilesannet
NZS

1
(Dé'apy)(t) = T: OStSba

kus y = y(t) on otsitav funktsioon. On lihtne néha, et selle tilesande
lahendiks on funktsioon

y(t) =Vt+1, kus 0<t<b.

Tdepoolest, on selge, et y(t) = v/t 4+ 1 korral y(0) = 1 ning valemite
(1.60) ja (1.57) abil saame

1
(Déapy)(t) = ‘/; +0= g kus 0 <t <b.
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_ VT

Me néeme, et diferentsiaalvorrandi (Dé apY)(t) = 25 parem pool on
konstant ja seega lopmata arv kordi pidevalt diferentseeruv 16igus
[0,0], lahend y(t) = v/t + 1 on aga diferentseeruv vaid ¢t € (0,b]
korral.

Et konstrueerida korget jarku tdpsusega numbrilisi meetodeid,
mis votavad arvesse murruliste tuletistega diferentsiaalvorrandi
lahendi isedrase kditumise, on toodes [16, 17, 23, 41] koigepealt
uuritud vaadeldava vorrandi lahendi olemasolu ja siledusega seotud
kiisimusi ning selgitatud vélja lahendi tavatuletiste voimalik isedra-
ne kditumine. Selleks on vilja tootatud originaalne metoodika —
vorrandit kirjeldavatest andmetest ldhtuvalt on sisse toodud pool-
16igul (0, d] siledate funktsioonide kaaluruumid, kus funktsioonide
tavatuletised voivad olla tokestamata punkti 0 ldhedal. Seejérel on
naidatud, et kui vaadeldav iilesanne on lahenduv, siis tema lahend
on vastava kaaluruumi element. Mérgime, et sellist metoodikat on
kasutatud ka kéesoleva artikli jargmises osas vaadeldava iilesande
lahendi sileduse uurimisel.

Lahendi diferentseeruvuse ja tuletiste kiditumise kohta saadud
informatsiooni alusel on vaadeldava murruliste tuletistega diferent-
siaalvorrandi lahendamiseks konstrueeritud selliseid ldhislahendite
leidmise arvutusskeeme, mille korral saadud ldhislahendid koondu-
vad vaadeldava iilesande tdpseks lahendiks “optimaalse” kiirusega,
see tdhendab, sama kiirusega nagu siledate lahteandmetega téisar-
vulist jarku tuletistega vorrandite puhul. Lisaks sellele on paljudel
juhtudel leitud tingimused, mille korral ldhislahendite koondumine
on veelgi kiirem, see tdhendab, et on naidatud, millal leiab aset
lahislahendite superkoondumine (iilikiire koondumine).

Toodes [25, 26, 27, 30] ja [24, 28] on saadud analoogilisi
tulemusi vastavalt murruliste tuletistega lineaarsete integro-
diferentsiaalvorrandite ja murruliste tuletistega mittelineaarsete
diferentsiaalvorrandite jaoks.

Viitame ka toodele [14] ja [19], milles vaadeldakse singulaarseid
(isedraseid) murruliste tuletistega diferentsiaalvorrandeid. T66s [14]
on leitud tingimused vaadeldava vorrandi analiiiitilise lahendi ole-
masoluks ja iihesuseks ning konstrueeritud korget jarku tdpsusega
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meetod léhislahendite leidmiseks. T66s [19] on esitatud tarvilikud
ja piisavad tingimused lineaarse singulaarse murruliste tuletistega
diferentsiaalvorrandi 16igul [0,b] m korda pidevalt diferentseeruva
(lithidalt C™-sileda, m € N) lahendi olemasoluks ja iihesuseks.
Vorrandi ildliige omab kuju a(t)t*(Dgy)(t), kus o > 0, ¢ € [0, ],
a(t) on antud C™-sile funktsioon ja y = y(t) on otsitav funktsioon;
liilkme teeb isedraseks (singulaarseks) tegur t®. Siin murruline a-
jarku diferentseerimise operaator D§ (o > 0) on defineeritud kui
a-jarku Riemanni-Liouville’i integraaloperaatori J péordoperaator
(7)1
Dgv = (JY) o, we J*C[0,b)),

kus J*(C[0,b]) C C[0,b] on operaatori J* : C[0,b] — C0,b] véér-
tuste piirkond. Artiklis [19] saadud tulemused on fundamentaalse
tahtsusega korget jarku tdpsusega meetodite konstrueerimisel singu-
laarsete murruliste tuletistega diferentsiaalvorrandite ligikaudseks
lahendamiseks.

7. Caputo murrulise tuletisega vorrandi lahendamine

Jargnevas konstrueerime iihe korget jarku tdpsusega numbrilise
meetodi Caputo murrulist tuletist sisaldava diferentsiaalvorrandi
lahendamiseks etteantud algtingimuse korral. Lugemise holbusta-
miseks jaotame jargneva esituse alapunktideks. Nendes formuleeri-
tud teoreemid 1 ja 2 jarelduvad artiklis [41] toestatud teoreemidest
1ja 3.

7.1. Ulesande piistitus ja lahendi siledus

Vaatleme tlesannet

(Deapy)(t) +do(t)y(t) = f(t), 0<t<b, b>0, (162

y(0) = o, (1.63)
kus 0 < a < 1,dy=dy(t) ja f = f(t) on antud funktsioonid,
yo € R = (—o00,00) on antud reaalarv, y = y(t) on otsitav

funktsioon ning D¢,y on otsitava funktsiooni a-jéirku Caputo
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murruline tuletis. Kui dy ja f on pidevad funktsioonid 16igus [0, b],
siis on tilesanne (1.62)—(1.63) itheselt lahenduv ja tema lahend y on
pidev funktsioon 16igus [0, b] (vt teoreemi 1 allpool). Kui dy ja f on
m korda (m € N) pidevalt diferentseeruvad 16igus [0, b], siis kahjuks
ei saa me seda enam Oelda tilesande (1.62)—(1.63) lahendi y jaoks,
sest tildjuhul juba tema esimene tuletis ¢’ ei pruugi olla pidev 16igus
[0,0] (vt eelmises punktis toodud niidet). Ulesande (1.62)-(1.63)
lahendi tuletiste voimaliku isedrase kiitumise kirjeldamiseks toome
sisse funktsioonide hulga C'%¥(0,b], kus téisarv ¢ € N ja reaalarv
v € (—o00, 1) on vaadeldavat funktsioonide klassi iseloomustavad pa-
rameetrid. Funktsioonide klass C?¥(0,b] on teatav adaptsioon t66s
[38] kasutatud analoogilisest moistest mitmemdootmeliste norgalt
singulaarsete integraalvorrandite lahendite sileduse kirjeldamiseks.

Tépsemalt, siimboliga C9(0,b] (¢ € N,v € R,v < 1) hakkame
téahistama selliste funktsioonide w = w(t) hulka, mis on pidevad
16igus [0, b] ja g korda pidevalt diferentseeruvad poolloigus (0, b] ning
mille korral

1, kuii<1—v
’u(i)(t)‘gc 1+]logt], kuii=1—-v ,0<t<bi=1,...,q,
tl=v=t, kuii>1—-v

(1.64)
kus ¢ on mingi positiivne konstant.

Paneme téhele, et kui 0 < v < 1, siis funktsiooni u €
C¥(0,b] tuletised u®(¢) (i = 1,...,q) voivad olla tokestamata
16igu [0,b] vasakpoolse otspunkti ¢ = 0 ldhedal. Kui v < 0, siis
funktsiooni u € C?”(0,b] esimest jarku tuletis «' on tokestatud
funktsioon piirkonnas (0,b], kuid tema korgemat jarku tuletised
u@, ... ulD voivad olla tokestamata punkti 0 lihedal. Vaatleme
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néiteks funktsioone y1,y2 ja y3, mis on defineeritud jargmiselt:

yi(t) =12, 0<t<b,
yo(t) =1, 0<t<b,

tlogt, 0<t<hb,
y3(t) =

0, t=0.
Me nédeme, et mis tahes ¢ € N korral
€ Cq’_%(()) b]7 Y2 € Cq7i(07b]7 Y3 € Cq70(07b]'

Mérgime, et koik funktsioonid, mis on 16igus [0, b] g korda pidevalt
diferentseeruvad, kuuluvad hulka C%¥(0,b] iga v < 1 korral. Veelgi
enam, kehtivad jargmised sisalduvused:

C?0,b) C CT7(0,b] C CPH(0,b] C C[0,b], kui ¢>p ja v<pu<l.

Ulesande (1.62)-(1.63) lahendi olemasolu, iihesuse ja sileduse
kohta kehtib jargmine teoreem.

Teoreem 1.5.1. Olgu 0 < a < 1, yo € R. Olgu do, f € C[0,0].
Siis on tlesanne (1.62)—(1.63) dheselt lahenduv ja tema lahend
y € C[0,b] ning D¢,y € C[0,b].

Kuidy, f € C"(0,0], g € N, p € R, u < 1, siis tilesande (1.62)—
(1.63) lahend y ning tema Caputo murruline tuletis Dgapy kuuluvad
hulka C%¥(0,0], kus v = max{1 —a, u}. Kui dy, f € C?0,b], ¢ € N,
stis y ja D@,y kuuluvad hulka C*¥(0,0], kus v =1—a.

7.2. Meetodi kirjeldus

Ulesande (1.62)(1.63) ligikaudseks lahendamiseks liheme
tilesandelt (1.62)—(1.63) iile teatavale integraalvorrandile, milles on
otsitavaks ldhteiilesande lahendi Caputo murruline tuletis.

Olgu 0 < a < 1. Olgu y € C0, b] selline pidev funktsioon, mille
a-jarku Caputo murruline tuletis Dg,.py on pidev funktsioon loigus
[0, b] ning olgu

2(t) = (Dgapy)(t), kus 0 <t <b. (1.65)
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Siis

y(t) = (J%)(t) +¢c, 0<t <,
kus J% on valemiga (1.38) defineeritud Riemanni-Liouville’i
integraaloperaator ja ¢ on mingi konstant. Vottes ¢ = 0, saame
y(0) = (J“2)(0) 4 ¢, millest ¢ = y(0), sest (J*2)(0) =0 (vt (1.46)).
Jarelikult funktsioon kujul

y(t) = (J92)(t) + o, (1.66)

kus 0 < ¢t < bja z € C[0,b] on antud vordusega (1.65), rahuldab
algtingimust (1.63). Oletame, et vordusega (1.66) defineeritud
funktsioon y = y(¢) rahuldab ka diferentsiaalvorrandit (1.62). Siis
iga t € [0,b] korral kehtib vordus

(D&ap(J2 +90)) (t) + do(t)[(J*2)(t) + yo] = f(2),
mille saame kirjutada kujul
z(t) + do(t)(J%2)(t) = f(t) — yo do(2),

sest valemite (1.57) ja (1.56) tottu D¢, yo = 0 ja Dg,,J% = z.
Teiste sonadega, funktsioon kujul (1.65) rahuldab integraalvorrandit

do(t)
I'(a)

/Ot(t —5)* 12(s)ds = f(t) —yodo(t), kus 0 <t <b.

(1.67)
On lihtne néha, et kehtib ka vastupidi — kui 16igus [0,b] pidev
funktsioon z = z(t) on integraalvorrandi (1.67) lahendiks, siis
valemiga (1.66) defineeritud funktsioon y = y(t) on tilesande (1.62)—
(1.63) lahendiks.

Seega voime iilesande (1.62)—(1.63) lahendada jargmiselt —
leiame koigepealt vorrandi (1.67) lahendi z ja seejéral leiame seose
(1.66) abil lahtetilesande lahendi y, kus 2z on vorrandi (1.67) lahend.
Kahjuks vorrandi (1.67) tdpse lahendi leidmine ei ole enamasti
voimalik ning peame vorrandi (1.67) lahendi leidmiseks kasutama
mingit ligikaudset meetodit. Vorrandi (1.67) ligikaudseks lahenda-
miseks kasutame tiikiti poliinomiaalsete koordinaatfunktsioonide-
ga kollokatsioonimeetodit. Kollokatsioonimeetodi puhul otsitakse

z(t) +
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vorrandile ldhislahendit teatavate tuntud funktsioonide (koordi-
naatfunktsioonide) lineaarkombinatsiooni abil. Lahislahend leitakse
tingimusest, et see rahuldab vorrandit etteantud loplikus arvus
punktides, mida nimetatakse kollokatsioonipunktideks. Loppkokku-
vottes saadakse konesoleva lineaarkombinatsiooni kordajate leid-
miseks lineaarne algebraline vorrandististeem.

Meetodi tédpsemat kirjeldust alustame 1oigu [0, b] osaldikudeks
jaotamisega. Olgu N € N. Jaotame 16igu [0,b] osaloikudeks
[tji—1,t;] (j =1,..., N) punktidega

O=to<ti <--- <ty =0

Hulka ITy = {to,t1,...,tn} nimetatakse 16igul [0, b] antud vorguks
ja tema elemente tg,...,txy vorgu solmedeks. Vorku nimetatakse
iihtlaseks, kui t; = jh, h = %, 7 = 0,...,N. Jargnevas vaatleme
vorku Il , mille solmedeks on

SN T
Q-zb(%) . j=0,...,N, (1.68)
kus reaalarv r > 1 on vorgu Il ebaiihtlust nditav parameeter. Kui
r = 1, siis on vork iihtlane. Kui r > 1, siis vorgu solmed (1.68)
paiknevad tihedamalt 16igu [0, b] vasakpoolse otspunkti 0 ldhedal.

Olgu 7, (k € Np) koikide poliinoomide hulk, mille jark on
vaiksem voi vordne arvuga k. Defineerime hulga

Sk:(HN) = {UI u|[t-_1,tj] € Tk, j = 17"'7N}7

J

kus uly, ¢4, (5 = 1,...,N) on funktsiooni u : [0,b] — R ahend
osaloigule [t;_1,t;] C [0,b]. Hulga Si(Ily) elementideks on niiteks
funktsioonid kujul u = u;(t), kus

® 0, kui t & [tj-1,],
w;i(t) =
J aj0—|-aj1t+"'+ajktk: kui t € [tj—htj]'

Siin 0 <t < b ja ajo,...,a;, € R, 7 = 1,...,N. Paneme téhele,
et funktsioon u € Sk (Ily) ei pruugi olla pidev vorgu Iy punktides
t1,...,tN—1-
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On lihtne néha, et Si(IIx) on vektorruum: kui uj, ug € Si(Ily)
ning ¢ ja co on konstandid, siis ¢1uy + coug € Sk (Il ); veelgi enam,
Si(IIx) on 16plikumootmeline vektorruum dimensiooniga

dim Sp(Ty) = N(k +1).

Olgu m € N fikseeritud (kuid suvaline) naturaalarv. Valime m
kollokatsiooniparameetrit 01, ..., Ny, nii, et

O<m< - <np<1 (1.69)
ja defineerime kollokatsioonipunktid
tjk:tj—1+77k(tj_tj—1); k=1,....m; j=1,...,N, (170)

kust; (j =0,1,...,N) on vorgu IIy solmed (1.68).

Integraalvorrandi (1.67) ldhislahendit (vorrandi (1.67) lahendi
z lahendit) zy otsime ruumist S,,—1(Ily). Léhislahendi zy =
zn(t) (0 <t < b) leidmiseks asetame

ZN € Smfl(HN) (1.71)

vorrandisse (1.67) otsitava z asemele ning néuame, et vorrand oleks
rahuldatud kollokatsioonipunktides (1.70):

do(tjr) [ o
ﬁ(a)/o (tjr — 8)* Tan(s)ds

Zf(tjk)—yod()(tjk), k‘:1,...,m; j:1,...,N.

Zn(tjk) +

Peale zy leidmist tingimustest (1.71)-(1.72) saame leida iilesande
(1.62)—(1.63) ldhislahendi (lahendi y ldhendi) yy valemiga

yn(t) = (J%%n)(t) + yo, kus 0 <t <b. (1.73)

Mérgime, et suuruse zy leidmiseks tingimustest (1.71) ja (1.72)
voime kasutada tema esitust Lagrange’i fundamentaalpoliinoomide
kaudu kujul

N m
ZN(t) = Z Z CAMSDAu(t)v (174)
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kus 0 <t < b, ey, (0 =1,...,m;A = 1,...,N) on otsitavad
kordajad ja

Wm@%={a kui t & [tr_1, L],

|y, %7 kui ¢ € [ty—1,t5].

Siis 2y € Sp—1(Iln) ja 2n(tjk) = cjg, k=1,...,m; j=1,...,N.
Otsides tingimusi (1.72) rahuldavat funktsiooni zy kujul (1.74),
saame jirgmise lineaarse algebralise vorrandisiisteemi kordajate
{c¢ji} jaoks:

do(tjk) N & ik a—1
Cjk+ T'(a) );;;1 CAM/O (tjk—3)"""pau(s)ds= f(tjr) —yo do(tjk),

k=1,...,m; j=1,...,N.

Mérgime, et saadud vorrandisiisteemis olevad integraalid on tapselt
leitavad. Lahendades selle vorrandisiisteemi, saame leitud {c;} ja
esituse (1.74) abil vorrandi (1.67) lahislahendi zx () vélja kirjutada
iga t € [0,b] korral. Asetades leitud zy(t) valemisse (1.73), saame
leida iilesande (1.62)—(1.63) ldhislahendi yy(t) iga t € [0, b] korral.

7.3. Meetodi koonduvus

Eelmises punktis esitatud meetodi (1.71)—(1.73) koonduvuse
kohta kehtib jargmine teoreem.

Teoreem 1.5.2. (i) Eeldame, et 0 < a < 1, yo € R, dy, f € C[0,1],
b> 0. Olgu N,m € N ja olgu kollokatsioonipunktid {t;i.} mddratud
vordusega (1.70), kus {t;} on valemiga (1.68) mddratud vorgu Iy
solmed ja m,...,nm on suvalised kollokatsiooniparameetrid, mis
rahuldavad tingimust (1.69).

Siis tlesanne (1.62)—(1.63) on theselt lahenduv ja tema lahend
y € C[0,b]. Leidub selline arv Ny € N, et koigi N > Ny korral
tingimused (1.71)—(1.72) mddravad dheselt integraalvorrandi (1.67)
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lahislahendi zn € Sp—1(In), mis valemi (1.73) abil mddrab theselt
tlesande (1.62)—(1.63) lihislahendi yn ja leiab aset koondumine
t) — t 0 kui N .
foax Jy(t) —yn ()] =0, kui N — oo
(ii) Feldame lisaks osas (i) wvaadeldud tingimustele, et do,f €
C™HLr(0,b], n € R, u < 1 ja leiduvad arvud (kordajad) wy, . . ., wp,
nit, et kvadratuurvalem

1 m
/0 F(z)dx = Zka(nk) + Ry (F), (1.75)

k=1

kus ni,...,0m on tingimust (1.69) rahuldavad kollokatsioonipa-
rameetrid, on tapne koigi m-jarku polimnoomide F  korral (see
tahendab, et jadkliige R,,(F) on wvordne nulliga koigi m-jarku
poliinoomide F korral).

Sits N > Ny korral kehtib veahinnang

N—r(ta—v) kuil < r < fmta
max [y(t) —yn ()| <ed S mba
0<t<b N , kuir > {02,

kus v = max{l—a, u}, r > 1 on vorgu Iy solmede (1.68) ebaiihtlust
iseloomustav parameeter ja ¢ on mingi posititune konstant, mis ei
soltu suurusest N .

7.4. Arvulised tulemused

Meetodi (1.71)—(1.73) rakenduse néiteks ja teoreemiga 2 esitatud
teoreetiliste tulemuste testimiseks vaatleme tilesannet

1 30(3
(D2apy)(t) + 17 y(t) = F((14))t411 Fti4+tz, 0<t<l1, (L.76)

1
y(0) =1, (1.77)
kus y = y(t) on otsitav funktsioon. See {iilesanne on erijuht

tilesandest (1.62)—(1.63), kus

1
a=g, w=1 @)=t [@)= it t3, b=1.
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Siin dg € C*2(0,1] € C1(0,1] ja f € C*1(0,1] suvalise ¢ € N
korral. Sellest jareldub, et dy, f € C?*(0,b], kus ¢ € N ja p = %.
Teoreemi 1 pohjal on iilesanne (1.76)—(1.77) tiheselt lahenduv ja
tema lahend y kuulub hulka C?¥(0, 1], kus ¢ € N ja

13 3

v =max {1 — a, u} max{2,4} 1

Jargnevalt ldheme tilesandelt (1.76)—(1.77) iile integraalvorran-

dile kujul (1.67), kus otsitavaks funktsiooniks on tilesande (1.76)—

(1.77) tapse lahendi y = y(t) Caputo murruline tuletis z(t) =
1

(DEgpy)(2):

2 1 _30(3)
z(t) + @/0 (t—s) 2z(s)ds = F(%)

Selle vorrandi ligikaudseks lahendamiseks valime esmalt parameet-
rid N € N ja r > 1 ning moodustame vorgu Ily solmedega
(1.68). Seejérel fikseerime kollokatsiooniparameetrite arvu m € N ja
valime kollokatsiooniparameetrid 7y, ..., 7, nii, et nad rahuldavad
teoreemis 2 seatud tingimust (1.75) — selleks sobivad néiteks 16i-
gule [0, 1] kohandatud Gaussi-Legendre’i m-jarku kvadratuurvalemi
solmed (vt néiteks [36]). Seega m = 2 korral valime vastavateks
kollokatsiooniparameetriteks

3-V3 3+3
6 ) N2 = 6 )

t14 ¢4, kus 0<t<1.

(1.78)

m=
m = 3 korral aga
~5—15 1 5+ V15
= 10 ’ 772_27 n3 = 10 .

Kollokatsiooniparameetrite abil leiame kollokatsioonipunktid (1.70)
ja kirjutame vélja kollokatsioonitingimused seose (1.72) pohjal:

m (1.79)

1
2, [tk \ 3ar3)r s
ZN(t-k)+J—/ (tr — 5) 3 zn(s)ds = S AlyT 44T (1.80)
R Sy () ko

k=1,...,m; j=1,...,N.
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Otsitava funktsiooni zy € Sy,—1(IIx) saame kirjutada kujul (1.74),
mille kordajad ¢y, (p=1,...,m;A=1,..., N) leiame tingimustest
(1.80) tulenevast vorrandisiisteemist

1
t2 ) 3r(3) 1+ s
DS e [ ot = S
I'(z)

)\ 1p=1
k=1,....,m; j=1,...,N.

Pérast vorrandisiisteemi lahendamist leiame iilesande (1.76)—(1.77)
lahendi y = y(t) ldhendi yy = yn(t) seose (1.73) abil:

ZZCM/ (t—s) 250)\“( s)ds+1, kus 0 <t <1.

()
() A=1
(1.81)
Teoreemi 2 pohjal saame N > Ny korral viaartuste a = %, v = %,

m = 2 ja kollokatsiooniparameetrite (1.78) puhul veahinnangu

N=OT  kuil1<r <10
max |y(t) — yn(t)] Scl{ ~ g 8 (1.82)

O=t<l N=25 kuir>1
%, v = %, m = 3 ja kollokatsiooniparameetrite (1.79)
korral aga veahinnangu

vaartuste o« =

N7 kil <r< i

3 )
0<t<1 N735 kuir >4 (1.83)

max [y(t) — yn(t)| < 62{

kus y on ilesande (1.76)—(1.77) tapne lahend, yy on tema valemi
(1.81) abil leitud ldhend, r» € [1,00) on vorgu IIy ebaiihtlust
iseloomustav parameeter (vt (1.68)) ning c¢; ja c2 on mingid
positiivsed konstandid, mis ei soltu suurusest N.

Jargnevates tabelites 1 ja 2 on esitatud numbriliste eksperimen-
tide tulemused parameetrite N ning r erinevate vaartuste korral
vastavalt m = 2 ja m = 3 puhul. Tabelites olevad suurused ey ja
on on arvutatud jargmiselt:

EN = maleI%axgly(xﬂ) yn(zj)|, x5 =tj_1+i(tj—t;—1)/10,
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kus ,
yt)=t1+1 (0<t<1)

on iilesande (1.76)—(1.77) tdpne lahend ning

EN/2
ON = — -
EN

Numbrilistest tulemustest on néiha, et suurendades 16igu [0, 1]
osaloikude [tj_1,t;] (j = 1,...,N) arvu N kaks korda, vihenevad
vead vastavalt teoreetilistele hinnangutele (1.82) ja (1.83).

Toepoolest, veahinnangu (1.82) pohjal saame, et m = 2 puhul
suhe oy peaks r = 1, r = 2 jar > % korral ligikaudu olema
vastavalt 207 ~ 1.68, 215 ~ 2.83 ja 22 ~ 5.66. Need viirtused on
esitatud tabeli 1 viimases reas.

Veahinnangu (1.83) pohjal saame, et m = 3 puhul suhe gy peaks
r=1Lr=2r=3,r=4jar > 13—4 korral ligikaudu olema vastavalt
2075 ~ 1.68, 21° ~ 2.83, 2225 x~ 4.76, 23 = 8 ja 23° ~ 11.31. Need
vaartused on esitatud tabeli 2 viimases reas.

Me nédeme, et saadud numbrilised tulemused on heas kooskolas
teoreetiliste hinnangutega (1.82) ja (1.83).

Lopetuseks

Avaldame ténu akadeemik Gennadi Vainikkole, kes oma
nouannete ja markustega aitas kaasa kasikirja valmimisele.
Uurimist66d on finantseerinud Eesti Teadusagentuur (PRG864).

Eesti Matemaatika Selts AR 2019 Autoriocigus EMS, 2022



Murruliste tuletistega diferentsiaalvorrandid 113

Tabel 1.1: Arvulised tulemused tilesande (1.76)—(1.77) jaoks m = 2
korral.

N EN ON EN ON EN ON
4  1.49-1072 5.39-1073 3.10-107°

8 9.00-1073 1.66 1.92-1073 2.81 5.60-10"* 5.54
16

32

5.39-1073 1.67 6.80-107* 2.82 9.97-107° 5.62
3.22.1073 1.67 2.40-107* 2.83 1.76 - 1075 5.65
64 1.92-107° 1.68 8.50-107° 2.83 3.12-10°° 5.66
128 1.14-1073 1.68 3.01-107° 2.83 5.51-107" 5.66

256  6.80-107* 1.68 1.06-107° 2.83 9.75-1078 5.66
1.68 2.83 5.66

Tabel 1.2: Arvulised tulemused iilesande (1.76)—(1.77) jaoks m = 3
korral.

N EN oN EN ON EN ON

4 590-1073 2.14-1073 7.61-107 %

8 3.57-1073 1.65 7.61-107* 2.81 1.60- 1074 4.75
16 2.14-1073 1.67 2.69-107* 2.82 3.37-107° 4.76
32 1.28-1073 1.67 9.53-107° 2.83 7.08-10°° 4.76
64 7.61-107* 1.68 3.37-107° 2.83 1.49-107° 4.76
128 4.53-107* 1.68 1.19-107° 2.83 3.13-1077 4.76
256 2.69-10"* 1.68 4.21-107 2.83 6.58 1078 4.76

1.68 2.83 4.76

EN ON EN ON EN ON

761-10% 821-107 ¢ 9.27-107 %

9.60-107° 7.92 7.64-107° 10.75 8.54-107° 10.85
1.20-1075 7.99 6.77-107¢ 11.29 8.29.10°° 10.30
1.50-107° 8.00 5.98 1077 11.31 7.47-1077 11.10
1.88 1077 8.00 5.29.1078 11.31 6.56 - 1078 11.38
128 2.35-107% 8.00 4.67-107° 11.31 5.72-107° 11.46
256 2.93-107° 8.00 4.13-1071° 11.31  4.98-1071%° 11.49

gl S e

8.00 11.31 11.31
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