Mittearhimeedilisest analiitisist

ToI1vo LEIGER
Tartu Ulikool

1 Sissejuhatus

Mittearhimeedilise analiilisi siinniaastaks voib pidada aastat
1970, mil ilmus A. F. Monna (1909 — 1995) monograafia [4].
Viimasel kolmekiimnel aastal on selle valdkonna areng olnud
tdhelepanuvéarselt diinaamiline, seda on tugevasti motiveerinud
fiitisikas {iles kerkinud kiisimused, mis seavad kahtluse alla aegruumi
reaalarvudel baseeruva mudeli universaalsuse.

Koik mootmised, olgu siis teaduses, tehnikas voi koduses majapi-
damises, tehakse ratsionaalarvudes. Nende hulk! Q on jirjestatud
korpus, seega suurepérase struktuuriga. Tuletame meelde, et (vé-
hemalt kahte elementi sisaldavat) hulka K nimetatakse korpuseks,
kui selles on defineeritud liitmine (a,b) — a + b ning korrutamine
(a,b) — ab, mis rahuldavad jargmisi arvutuseeskirju: kui a, b, ¢ € K,
siis
ea+b=>b+a, ab=ba,
ea+(b+c)=(a+0b)+c, a(bec)=(ab)c,

e leiduvad neutraalsed elemendid 0,1 € K, et 0 +a =a ja la = a,
e igal elemendil a € K on vastandelement —a € K (s.t. a4+ (—a) =
0), ja igal elemendil b € K\ (0) on poérdelement b~! € K (s.t.
bl =1),

e a(b+c)=ab+ac.

Kuna ratsionaalarvud on esitatavad harilike murdudena, siis kor-
puses @Q on tehted defineeritud kui harilike murdude liitmine
ja korrutamine. Peale selle on selles ka lineaarne jérjestus, mis
voimaldab defineerida absoluutvéartuse

al = a, kuia>0,
| —a, kuia<0.

!Nagu tavaliselt téhistame tihtedega N, Z, Q, R ja C vastavalt kdigi naturaal-
, tais-, ratsionaal-, reaal- ja kompleksarvude hulka.
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Seega on Q meetriline ruum kaugusega d (a,b) := |a — b , lihtne

on veenduda, et kujutus do, : Q X Q — [0,00) rahuldab meetrika

aksioome

e dy (a,b) =0 a=0,

e dy (a,b) = d (b,a),

e dy (a,b) < dux (a,c) + do (¢,b) (kolmnurga vorratus).
Vaatamata koigile oma headele omadustele on absoluutvaartu-

sega | |, varustatud korpusel Q iiks tosine puudus, mille tottu ei

sobi ta teoreetiliste mudelite ehitamiseks: meetriline ruum (Q, do)

ei ole taielik. (Meeldetuletuseks: meetrilise ruumi (X, d) elementide

jada (z;,,) nimetatakse

e koonduvaks, kui lim,, o d (5, ) = 0 mingi € X korral,

e Cauchy jadaks, kui iga € > 0 puhul saab leida sellise indeksi N,

et d (zy, zmy) < € koikide n,m > N korral.

Iga koonduv jada on Cauchy jada. Kui kehtib ka vastupidine viide,

siis meetrilist ruumi (X, d) nimetatakse téielikuks.)
Ratsionaalarvude korpuse mittetaielikkus valjendub {isna proo-

salisel moel: leidub selliseid intervalle, mille pikkus ei ole ratsionaal-

arv. Naiteks ithikruudu diagonaali pikkus on /2, mis teatavasti

ei ole esitatav hariliku murruna. Mittetaielikkus on puudujadk, mis

teeb korpuse Q usaldusvadrsete matemaatiliste mudelite ehitamisel

kasutuskolbmatuks. Votme probleemist jagusaamiseks annab meet-

riliste ruumide taielikustamise teoreem:

e igal meetrilisel ruumil X on taield, s.t. leidub niisugune taielik

meetriline ruum X’, milles X on tihe? alamruum.

Taieldi konstrueerimist nimetatakse ruumi taielikustamiseks. Piltli-

kult Geldes tdhendab téielikustamine ruumile X niisuguste elemen-

tide lisamist, et igal Cauchy jadal oleks olemas piirvairtus®. Kui

2Tuletame meelde, et alamhulka A meetrilises ruumis X nimetatakse
tihedaks, kui sulund A langeb kokku ruumiga X, teisisonu, kui iga © € X
korral leidub hulgas A selline elementide jada (x,), et z, — x.

3Tegelikkuses on see protsess muidugi palju keerulisem. Tiield X saadakse
kui ruumi X kd&igi Cauchy jadade hulgas ekvivalentsusseose (zn) ~ (zn) &
d(n,zn) — 0 jargi moodustatud ekvivalentsiklasside hulk. See osutub
taielikuks meetriliseks ruumiks, milles on tihe ruumiga X isomeetriliselt
isomorfne alamruum. Isomeetriline isomorfism kahe meetrilise ruumi vahel on
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me rakendame seda konstruktsiooni juhul X = (Q,d), saame
taieliku (jarjestatud) korpuse R, milles Q on tihe alamkorpus. Et
rohutada selle sammu — lleminek ratsionaalarvudelt reaalarvudele
— keerukust ja téahtsust, méargime, et inimkonna ajaloos kulus selleks
umbes kaks tuhat aastat.

Korpuses R (nagu ka alamkorpuses Q) kehtib Archimedese
aksioom

1ga posititvse arvu b € R korral leidub n € N, et n > b,
mille voib esitatada ka kujul
kui 0 < a < b, siis leidub selline n € N, et (n—1)a < b < na.

Fiilisikas reaalarvude baasil ehitatud aegruumi mudeli puhul
tdhendab viimane tingimus seda, et

e iga (kuitahes véikese) mootiihiku korral saab suvalise intervalli
pikkust moota etteantud iihiku tdpsusega.

Reaalarve kasutatakse fiiiisikas aegruumi koordinaatide kirjel-
damiseks enesestmoistetavalt Newtoni ja Leibnizi aegadest saadik.
Sellesse enesestmoistetavusse 161 tosise mora kvantgravitatsiooni-
teoorias saadud tulemus, mille kohaselt Plancki skaalal, s.o. pikkuste
puhul, mis on viiksemad Plancki pikkusest {p «~ 10733 c¢m, on pa-
rimaks saavutatavaks mootmistipsuseks [p. See tulemus on otseses
vastuolus Archimedese aksioomiga. Niisiis ei kolba reaalarvulised
mudelid aegruumi omaduste kirjeldamiseks véikeste pikkuste korral,
nende puhul ldheb vaja uut arvude korpust ilma Archimedese
aksioomita.

Kuna fiitisikaliste mootmiste tulemused on ratsionaalarvud, siis
uue korpuse otsimisel on moistlik ldhtuda korpusest Q. Allpool
sonastatud Ostrowski teoreemi kohaselt on selles absoluutvéirtuse
| | alternatiiviks p-aadiline norm

o { ) e o
P 0, kui a = 0,

selline tiksiihene pealekujutus, mis siilitab vastavate punktide vahelise kauguse.
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kus p € N on mingi algarv ja tdisarvu m jaoks
ord,m := max {k | m jagub arvuga pk}
ning ratsionaalarvu a = 2 puhul
ord,a := ord,m — ord,n.

(Naiteks, kuna ord;;%—? = ordgl3 —ords27 = 0 —3 = —3, siis ‘% 3=
3-(=3) = 27.) Normiga | |, médratud meetrika suhtes voetud téieldit
tahistatakse Q,, selle elemente nimetatakse p-aadilisteks arvudeks.
Korpus @Q, on meie igapdevase maailma kirjeldamiseks taiesti
sobimatu, kuid osutub arvestatavaks kandidaadiks uute teoreetiliste
mudelite ehitamiseks matemaatilises fiilisikas eelpoolkirjeldatud
vastuolu iiletamiseks. Niisuguse hiipoteesi esitas 1987. a. I. V.
Volovich (stind. 1946) oma kirjas ajakirja Classical and Quantum
Gravity toimetajale, see kiri sai lahtepunktiks uurimissuunale ni-
metusega p-aadiline matemaatiline fitisika. Selle uue matemaatilise
distsipliini esilekerkimine oli tugev motivatsioon mittearhimeedilise
analiiiisi arenguks.

Kaesoleva kirjutise eesmark on tutvustada matemaatilist ana-
liitisi mittearhimeedilistes korpustes ja nendel korpustel baseeruvat
normeeritud ruumide funktsionaalanaliiiisi.

2 Ultrameetrilised ruumid

Meetrilist ruumi (X,d) nimetatakse ultrameetriliseks, kui
kaugus d rahuldab nn. tugevat kolmnurga vorratust

d(z,y) <max{d(z,z),d(z,y)} (z,y,2€X).
Selle vorratusega samavéirne vordhaarse kolmnurga tingimus
kui d (z,2) # d(z,y), siis d(z,y) = max{d(z,z),d(z,9)}

naitab, kui erinev on meie igapdevane maailm ultrameetrilisest,
milles koik kolmnurgad on vordhaarsed. Ultrameetrilise ruumi X
keradel

B(z,r):={r € X |d(z,2)<r} ja B(z,r):={z € X |d(x,2)<r},
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kus z € X ning r > 0, on rida tdhelepanuvéarseid omadusi, naiteks

e kera iga punkt on tema keskpunkt,

o kui kahel keral on thiseid punkte, siis iiks keradest sisaldab teist,

e iga kera on kinnine-lahtine hulk, s.o. hulk, mis samaaegselt on

lahtine ja kinnine ultrameetrikaga mdadratud topoloogias.
Ultrameetrilist ruumi X nimetatakse sfadriliselt tdaielikuks, kui

selles iga iiksteisesse sisestatud kerade jada By D Bg D -+ D
B, D ... korral () B, # @. Selle definitsiooni vordlus (koigis
neN

meetrilistes ruumides kehtiva) teoreemiga iiksteisesse sisestatud
keradest? niitab, et
e iga sfidriliselt tdielik ultrameetriline ruum on tdielik®.

3 Mittearhimeedilised korpused

Olgu K korpus neutraalsete elementidega 0 ja 1 vastavalt
liitmise ja korrutamise suhtes. Eeldame, et K on karakteristikuga
0, st. 1+---41 # 0 iga naturaalarvu n korral. Siis N =

——

n liidetavat

{1, 14+1, 1+1+41,...} C K, jarelikult Q C K, tapsemalt, Q on

korpuse K alamkorpus. Funktsiooni | | : K — [0,00), mis rahuldab
tingimusi

ela]=0<a=0,

o [ab] = lal | ja

o |a+0bl <la|+b| (a,be K),

nimetame normiks, sellega varustatud korpust K = (K,||)

normeeritud korpuseks. Seejuures eeldame jargnevas koikjal, et norm
| | on mittetriviaalne, s.t. |a] ¢ {0,1} mingi a € K korral. Kaugusega

dg (a,b) :=|a—b|] (a,be K)

4Teoreem iiksteisesse sisestatud keradest viiidab, et meetriline ruum X on
taielik parajasti siis, kui on tdidetud jargmine tingimus: kui kerad B, :=
B (zn,7s) moodustavad sellise jada (B,,), et

BiDOByD>---DBn,D... jarn—>0,
siis (| Bn # @. Simbol & téhistab tiihja hulka.

neN
SMirgime veel, et ultrameetrilise ruumi téield on ultrameetriline.
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on korpus K meetriline ruum.
Kui

la 4+ b] <max{|al,|b]} (a,b€ K) (tugev kolmnurga vorratus),

siis normeeritud korpust (K, | |) nimetatakse mittearhimeediliseks.
[mselt on normeeritud korpus (K, | |) mittearhimeediline parajasti
siis, kui (K,dg) on ultrameetriline ruum, selle tingimusega
samavadrsed on veel vaited

e kui |a —b| < |b|, siis |a| = |b| (vordhaarse kolmnurga omadus®),
ja

e |n| <1igan € N korral,

mis vélistab Archimedese aksioomi kehtivuse.

Tugevast kolmnurga vorratusest tulenevad mittearhimeedilises
korpuses mitmed jadade ja ridadega seotud tahelepanuvéirsed
omadused, néaiteks:

o kui ap — a # 0, sits |ax| = |a| alates mingist indeksist
N. Toéepoolest, kui valime N € N nii, et |ax —a| < |a| iga
k> N korral, siis (tdnu vordhaarse kolmnurga omadusele)
|ak| = lar, — a+ a| = max {|ax —al, a[} = |a| (k = N);

e jada (ax) on Cauchy jada parajasti siis, kui agy1 — ap — 0. See
jareldub vorratusest |ay — ap| < max {|ax — ag41|,.-.,|an—1 — an|}
(k <n);

o tdielikus mittearhimeedilises korpuses on rida Y p- 4 ap koonduv
parajasti sis, kui ar — 0. Nimelt on (3 )_, ak),en eelmise viite
kohaselt Cauchy jada — ja seega koonduv — parajasti siis, kui
an = Yhy ak — Yooy ar = 0 (n = 00).

Jargnevas eeldame koikjal, et K on tdielik mittearhimeediline
(lihendatult m.a.) korpus. Nende hulgas on eriline koht sfdarili-
selt taielikel korpustel, paljude analiiiisiga seotud probleemide puhul
on see tingimus méaarava tahtsusega. Teine klassifitseerimistunnus
on seotud normi vaartuste hulgaga

K| = {lal | a € K}.

SMittearhimeedilises korpuses kehtib ka iildisem viide: kui a1, ..., a, € K ja
lai| # laj| (i # j), siis |a1 + -+ + an| = max {|a;| [ 1 <i <n}.
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On kaks alternatiivset voimalust: |K|\ {0} on kas tihe intervallis
(0,00) vai tsiikliline, s.t. |[K|\ {0} = {r' | ¢t € Z} mingi r € (1, 00)
korral. Esimesel juhul 6eldakse, et korpus K on tihedalt normeeritud,
teisel juhul nimetame teda diskreetselt normeerituks. Osutub, et

e iga tdielik diskreetselt normeeritud korpus on sfidriliselt tdaielik
ning

e iga lokaalselt kompaktne” korpus on diskreetselt normeeritud.

4 Veel p-aadilistest arvudest

Sissejuhatuses defineeritud p-aadiline norm

o { G ot
P 0, kui a = 0,

korpuses Q on mittearhimeediline. Selle tugeva kolmnurga vorratuse
kontrollimiseks votame nullist erinevad ratsionaalarvud a = % ja
b=, siisa+b= %‘;m Kuna kahe tdisarvu summa ms + nr
jagub arvu p sellise astmega, millega jaguvad nii ms kui nr, saame,
et
ord, (a + b) = ord, (ms + nr) — ord, (ns)

> min {ord, (ms) ,ord, (nr)} — ord,n — ord,s

= min {ord,m + ord,s, ord,n + ord,r} —ord,n—ord,s

= min {ord,m — ordyn, ord,r — ordps}

= min {ord,a, ord,b},
mistottu
ja + b], = p (@) < max {p_(’rd”“,p_"rd‘”b} = max {Ia\p : !blp}

suvaliste a,b € Q korral. Téielikustamise protsessis laiendatakse
norm | [, tdieldile, s.o. korpusele Q,, seejuures siilib sellega
madratud meetrika ultrameetrilisus ehk normi mittearhimeedilisus.

"Normeeritud korpuse alamhulka nimetatakse kompaktseks, kui selle iga
jada sisaldab selles hulgas koonduva osajada. Normeeritud korpust nimetatakse
lokaalselt kompaktseks, kui igal selles korpuses tokestatud jadal on koonduv
osajada.
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Méargime normeeritud korpuse (Qp, | | p> kahte tahelepanuvaar-
set omadust:
o Q, on lokaalselt kompaktne, seega diskreetselt normeeritud, tapse-
malt, @], = {0} U {p" | n € Z},
e iga p-aadiline arv a on esitatav kujul a = Zzoz_m bkpk, kus
b, € {0,1,...,p — 1} seejuures, kui a # 0, stis |a[, = p™.
Uhikkera

Ly = {ae@pua\pg}: S bt b€ {0.1,...,p— 1)
k=0

elemente nimetatakse p-aadilisteks tdisarvudeksS.

Sonastame veel sissejuhatuses mainitud Ostrowsk: teoreemsi:
o iga mittetriviaalne norm korpuses Q on ekvivalentne® kas
absoluutvidrtusega | |, voi p-aadilise normiga | |, mingi algarvu
p korral'®.

5 Elementaarne analiiiis

Pidevate funktsioonide f: D — K, kus D on korpuse K
mingi mittetiihi alamhulk, ldhendamiseks sobivad héasti lokaalselt
konstantsed funktsioonid. Nii nimetatakse funktsiooni g: D — K,
kui igal argumendil x € D leidub selline iimbrus, milles g on
konstantne. Iga selline funktsioon on pidev ning
e iga pidevat funktsiooni f: D — K saab hulgas D dhtlaselt
lihendada lokaalselt konstantsete funktsioonidega'l.

8Normi | |p voib jatkata korpuse Q, algebralisele sulundile, saadud m.a.
korpuse tédieldi C, elemente nimetatakse p-aadilisteks kompleksarvudeks.
Seejuures C, on néiide téielikust m.a. korpusest, mis ei ole sfddriliselt tdielik.

?Norme | | ning | |" korpuses K nimetatakse ekvivalentseteks, kui leiduvad
sellised m, M > 0, et m|a| < |a|’ < M |a| iga a € K korral.

190disemalt, iga normeeritud korpuse (K, | |) puhul on kaks voimalust: (a)
K on korpuse C alamkorpus ja |a| = |a|_ iga a € K korral voi (b) || on
mittearhimeediline norm.

1St iga € > 0 korral leidub lokaalselt konstantne g: D — K, et
|f (z) — g (x)| < € suvalise € D puhul.
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Kompaktse hulga D korral on selles méaratud lokaalselt konstantse
funktsiooni védrtuste hulk 1oplik. Sel juhul saame eelnevat viidet
kasutades lihtsa toestuse Kaplansky teoreemile, mille kohaselt

e iga pidevat funktsiooni saab kompaktses hulgas D iihtlaselt
lahendada poliinoomidega, mille kordajad on korpuse K elemendid.

Kui D ei sisalda isoleeritud punkte, siis lokaalselt konstantne
f: D — K on diferentseeruv (tuletis defineeritakse formaalselt
sama valemiga kui reaalsete argumentidega funktsiooni puhul) ja
1’ (z) = 0 igas punktis x € D. Niisiis
o [eidub mittekonstantseid funktsioone, mille tuletis on nullfunkt-
$100M.

Diferentseeruvuse moistel on vaadeldavas kontekstis rida puu-
dusi, naiteks mitmed sellega seotud klassikalise analiilisi pohivaited
(muuhulgas Lagrange’i keskvéddrtusteoreem ja Rolle’i teoreem) ei
kehti. Koige ilmekam néide on nn. lokaalse podratavuse omaduse
puudumine:

e [eidub pidevalt diferentseeruvaid funktsioone f: D — K omaduse-
ga f"(a) # 0, et argumendi a € D tiheski imbruses ei ole funktsioon
f pooratav.

Oluliselt paremate omadustega on rangelt diferentseeruvad funkt-
sioonid. Oeldakse, et f: D — K on kohal a rangelt diferentseeruv,
kui eksisteerib piirviartus

b L@ fw)
(z,y)—(a,a) r—y
z#yY

Need funktsioonid on pidevalt diferentseeruvad ja neil on lokaalse
pooratavuse omadus.

Astmerida Y22 a (z —w)®, kus w,ag,a1,... € K, koondub
korpuses K, kui |z —u| < 7 := (limsup,_,, ¥/]ar[)~!, ja hajub,
kui |x —u| > r. Tépsemalt, astmera koonduvuspiirkonnaks B on
iiks kahest kerast B (u,r) voi B (u,r) . Funktsiooni

(e.9]
f:B— K, mHZak(m—u)k
k=0
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nimetatakse analittiliseks hulgas B. Kuna kera B koik punktid
on tema keskpunktid, siis funktsiooni f saab arendada astmeritta
iga punkti v € B jargi: leiduvad kordajad cp,ci,--- € K, et
f(x) =30 (z —v)" iga z € B korral. Seega

e funktsioonide analiditiline jatkamine mittearhimeedilises korpuses
ei ole voimalik.

Vaatleme néidetena kaht analiiiitilist p-aadilist funktsiooni.
Korpuses Q, koondub rida » .7, (—1)k+1% parajasti siis, kui
z], <1 ehk!? |z, < 1/p, s.t. kui z € pZ,. Muutuja vahetuse
abil saame p-aadilise logaritmfunktsiooni

o0 k
X
Iy : 1+ pZp = Qp, 14z ) (—1)’”1?
k=0

omadusega In, (zy) = In, x 4+ In, y. Analoogiliselt defineeritakse p-
aadiline eksponentfunktsioon

o xk-
eprCE = Z H,
k=0

selle médramispiirkonnaks on kera B (O,p—l/ (P—l)), milles kehtib
Seos

exp, (¢ +y) = exp, T exp, y.

Seejuures
In,, (exppx) =x ning exp,(Iny(1+x))=1+x (x e B<0’p—1/(p—1)>)
ja
1
(In, )" = - (z €1+ pZ,)

ning
(expp :c)/ = exp, T <x €B (O,pfl/(p*1)>> ,

méirgime veel, et exp, (B (0,p~Y®=1)) =1+ B (0,p~ /¥ D).

2Peame silmas, et |(@p|p = { up ph1,p, P2, ... } .
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Astmeridade korval kasutatakse pidevate funktsioonide f: Z, —
Qp esitamiseks ka Mahleri ridu. Nii nimetatakse funktsionaal-
rida Y2 ock(y), kus o € Qp g — 0 ja (7)) =
z(x—1)...(x —k+1)/k!. Kui funktsiooni f:Z, — Q, korral
tahistada VO f := f, Vf =V [, VFf =V (VF1f) (k=2,3,...),
kus (Vf)(z) == f(z+1) — f(x), siis
o (Mabhleri teoreem) pideva funktsiooni f: Z, — Q, korral

o0

f(z) :Z(ka> (0) (2) (x € Zp) (funktsiooni f Mahleri rida),

k=0

seejuures V¥ f (0) — 0; see rida koondub iihtlaselt hulgas Zy, ning

max {|f (2)], | v € Z, } = max {|(VAf) (0)],, | k € NU{0}}.
Kehtivad véaited
e pidev funktsioon f: 7Z, — Q, on kohal x € Z, diferent-

k
O 0, seejuures ' (2) =

p

seeruv parajasti siis, kui

k—1 (V*f)(0)
sy (-1t R0,
e pidev funktsioon f: 7Z, — Z, on rangelt diferentseeruv parajasti

siis, kui k |(VFf) (0)|p — 0.

Katse luua p-aadiliste funktsioonide f: Z, — Q, integraal-
arvutus klassikalise analiilisi eeskujul, ei anna rahuldavaid tu-
lemusi. Kui ldhtuda Lebesgue’i integraali ideest, vajame hul-
gas Zj, loenduv-aditiivset mootu'® p, mis igale kinnisele-lahtisele
hulgale A C Z, seab vastavusse p-aadilise arvu p(A) nii,
et pla+A) = p(A) iga a € Z, puhul (nihkeinvariantsus)
ja sup{|u (A)|| A on lahtine ja kompaktne} < oo (tokestatus).
Siis hulga A karakteristliku funktsiooni'? x4 integraaliks votame
I(xa) :=p(A), seega I(f) = >, ciu(S;) iga lihtsa funktsiooni
[ = > cixs, korral, kus ¢1,...,¢;, € QN (0), ¢; # ¢; ning
Siy.osSm C Zp, S;NS; = & (i # j). Lihtsatelt funktsioonidelt
jatkame integraali I mingile laiemale funktsioonide klassile, mis

B8t (Up1Sn) =320 1 (Sh), kui Sk NS = @ (k #14).
MSt. xa(t) =1, kuit € A, jaxa(t) =0, kui t ¢ A.
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(soovitavalt) sisaldab koik pidevad funktsioonid. Paraku ei ole see
idee teostatav, sest iikski tokestatud mittetriviaalne moot p ei ole
nihke suhtes invariantne.

Ka teine, esimesel pilgul loomulik tunduv lahtepunkt — Newton-
Leibnizi valem — ei anna soovitavat tulemust. To6si kiill, igal pideval
funktsioonil f: Z, — Q, on (rangelt diferentseeruv) algfunktsioon
G, seega saab defineerida integraali ff f(z)dx =G (b)—G (a), kuid
sellel pole ei rakenduslikku ega teoreetilist vaartust.

Moodustame funktsiooni f: Z, — Q, puhul summad

p"—1 p"—1
1% FH =) fir(i+p"Z,) (neN),
j=0 §=0

kus "m6ot" i on defineeritud seosega p (5 + p"Zy) = [p"| = (p")
ja selle vésrtust voib lugeda kera B (7, |p"|) = j+ p”Zp "p-aadiliseks
ruumalaks". Seega on pohjust vaadelda summat (p™)~ Zp LG
funktsiooni f integraalsummana. Kui eksisteerib purvaartus

/f ggoinz:f(j),

siis seda nimetatakse funktsiooni f Volkenborni integraaliks.
Tihistame (Sf)(0) := 0 ja (Sf) (k) == Yi) f(j) iga k € N
korral, siis pideva funktsiooni f puhul saab funktsioom Sf:NU
{0} — NU {0} pidevalt jitkata hulka Z,. Kuna Zp LrG) =

((SF) (") = (S£)(0) /p", siis [, f(x)da = (Sf) (0) eeldusel, et
Sf on kohal 0 diferentseeruv. Saab néaidata, et viimast eeldust
rahuldavad koik rangelt diferentseeruvad funktsioonid f, niisiis
e iga rangelt diferentseeruv funktsioon f: Z, — Q, on Volkenborni
mottes integreeruv ja pr f(x)dz = (Sf) (0).

Mérgime veel, et

e paaritu funktsiooni f korral fzp f(z)dz = —@7

o kui f(x) = S5 akz® (v €Zp) ja ar, — 0, siis pr f(z)dx =
Z;O:o a By, kus By, on Bernoulli arvud®,

158 t. ratsionaalarvud, mis rahuldavad vorrandit (et — 1)_1 => Bk%.
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o kui Y ;2 ch (Z) on rangelt diferentseeruva funktsiooni f: Z, —
Qp Mahleri rida (st. ¢, = (VFf)(0)), siis prf(x)d:r =
Yo (1) -

Korvuti Volkenborni tiiiipi integraalidega késitleb p-aadiline
analiilis reaalsete voi komplekssete véartustega funktsioonide
integreerimist. Funktsiooni f: Z, — R integraal defineeritakse
(tdnu korpuse Q, lokaalsele kompaktsusele) iiheselt médratud
Haari moodul® pu: Z, — [0,00) abil. Lihtsa funktsiooni f =
Yoty cixs, korral, kus c1, ..., ¢p on kas reaal- voi kompleksarvud,
defineeritakse integraal pr fdp = > ¢ (S;), mis jatkatakse

laiemale funktsioonide klassile. Kui funktsioonil f on vaid loenduv
arv vaartusi rq,rs,..., siis pr fdp = Y72 rip(Ai), kus A; =

{acZp]| f(a)=ri}.

6 Mittearhimeediline funktsionaalanaliiiis

Olgu X vektorruum iile korpuse K. Kui selles on defineeritud
topoloogia 7, mille suhtes vektorruumi tehted — liitmine ja skalaariga
(s.0. korpuse K elemendiga) korrutamine — on pidevad, siis 6eldakse,
et X = (X,7) on topoloogiline vektorruum. Seda nimetatakse
lokaalselt kumeraks ruumiks'”, kui tal on absoluutselt kumeratest
hulkadest koosnev nulliimbruste baas, s.t. kui iga nullitimbrus
sisaldab absoluutselt kumerat nullitimbrust. Seejuures on absoluutse
kumeruse moiste defineeritud m.a. skalaaride jaoks sobival wviisil:
alamhulka A C X nimetatakse absoluutselt kumeraks, kui x+y, ax €
A suvaliste punktide z,y € A ning skalaari a € B (0, 1) korral.

Analoogiliselt klassikalise juhuga saab sellise lokaalselt kumera
topoloogia médrata poolnormide abil, need on funktsioonid p: X —
[0, 00) , mis rahuldavad tingimusi p (0x) = 0, p (ax) = |a|p (x) ja

p(z+y) <max{p(z),p(y)} (v,yeX, acK).

16See on loenduv-aditiivne nihke suhtes invariantne positiivsete viirtustega
hulgafunktsioon, millel kompaktsetel alamhulkadel on Ioplik vaartus ning
p(Zp) = 1.

" T4psem on elda m.a. lokaalselt kumer ruum, kuid lithiduse huvides jitame
siin ja edaspidi ka teiste moistete juures tiiendi m.a. tavaliselt lisamata.
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Tingimust ||z|| = 0 = 2 = 0 rahuldavat poolnormi || ||: X —
R nimetatakse normiks, sellega varustatud vektorruumi X aga
normeeritud ruumiks. Kaugusega (x,y) ~— ||z —y|| médratud
meetrikas on see ultrameetriline ruum. Kui see meetrika on téielik,
siis titleme, et X on Banachi ruum. Néiteks koigi tokestatud jadade
ruum

VASES {:p = (z1) | ||| o = sup |zg| < oo}
keN

ja koigi nulliks koonduvate jadade ruum
cp = {x = (zg) | lim zp = O}
k—o0

on Banachi ruumid normiga || || .
Utleme, et normeeritud ruum X on loenduvat tidipi'®, kui tal
leidub loenduv pohihulk D, s.t. kui lineaarne kate

n
Zakzk]szD, ar € K (k=1,...,n), neN
k=1

on tihe ruumis X. Punktide jada (e;) Banachi ruumis X
nimetatakse Schauderi baasiks, kui igal elemendil € X on iihene
esitus ©z = Zzozl arer, kus ar € K. Arusaadavalt saab Schauderi
baas olla vaid loenduvat tiilipi ruumis'®. Seejuures klassikalise
funktsionaalanaliiiisi 20. sajandi suur probleem — kas igas loenduvat
tiilipi (ehk separaablis) Banachi ruumis on Schauderi baas? — saab
m.a. juhul (erinevalt klassikalistest Banachi ruumidest) positiivse
vastuse (vt. teoreem 1.4.1 allpool).

Idee, defineerida Hilberti ruumide eeskujul skalaarkorrutisel po-
hinev ortogonaalsuse moiste, mis voimaldaks késitleda ortogonaalse

8Teatavasti nimetatakse topoloogilist ruumi separaabliks, kui selles on
loenduv tihe alamhulk. Iga separaabel normeeritud ruum on loenduvat tiiiipi,
vastupidine viide on Gige vaid juhul, kui korpus K ise on separaabel, niiteks
kui K on R, C voi Q.

!9Niiteks Banachi ruumis ¢y moodustavad baasi jadad e; := (1,0,0,...)
es = (0,1,0,...) ..., iga ¢ = (xx) € co puhul H:p — > xkekHoo
SUPjs,, |Tk] — 0, kui n — o0, s.t. . = o, Twe.
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baasiga ruume, ei ole m.a. juhul realiseeritav: kui Banachi ruumis X
on defineeritud selline (sobival viisil modifitseeritud) skalaarkorrutis
(,): X xX — [0,00), et (z,z) = ||z|*, ning igal kinnisel
alamruumil on selle skalaarkorrutise suhtes ortogonaalne taiend, siis
X on loplikumootmeline. Kiill aga saab igas normeeritud ruumis X
defineerida selle punktide vahel ortogonaalsus-seose

z Ly inf{lz—ayl|aec K} =],

mis (erinevalt klassikalisest juhust) on stimmeetriline, s.t. z L y <
y L x. Seetottu x L y parajasti siis, kui

laz + byl| = max {laz|, [byl} (v.y € X, a,be K).

Seejuures soltub ortogonaalsuse moiste konkreetsest normist,
ekvivalentsed normid ei pruugi maéadrata sama ortogonaalsus-
seost??. Omadustelt on nii defineeritud moiste tiiesti vorreldav
Hilberti ruumi skalaarkorrutise poolt méaaratud ortogonaalsusega,
muuhulgas ka ortogonaalridade osas.

Kokkuvotvalt kehtib jdrgmine teoreem.

Teoreem 1.4.1. Kui X on loenduvat tidpi Banachi ruum, siis on
tal Schauderi baas. Seejuures leidub esialgse normiga ekvivalentne
norm, mille suhtes on ruumis ortogonaalne Schauderi baas.

Need klassikalise funktsionaalanaliiiisi pohiprintsiibid, mis tugi-
nevad (igas téielikus meetrilises ruumis kehtivale) Baire’i teoreemi-
le?! —lahtise kujutuse printsiip, teoreem kinnisest graafikust, iihtlase
tokestatuse printsiip — kehtivad ka m.a. Banachi ruumides. Neljanda
printsiibi, duaalsusteooria nurgakiviks oleva Hahn-Banachi teoree-
miga on olukord palju keerulisem.

*Norme || || ja || ||* vektorruumis X nimetatakse ekvivalentseteks, kui
leiduvad positiivsed kordajad m ja M, et m ||z||* < ||z|| < M ||z||" iga z € X
korral. Topoloogiliselt on normeeritud ruumid (X, ||) ja (X, ] ||*) sel juhul
isomorfsed, s.t. lokaalselt kumerate ruumidena samastatavad.

21Baire’i teoreem viidab, et kui téielik meetriline ruum on esitatud kinniste
alamhulkade loenduva iihendina, siis vahemalt iiks neist alamhulkadest sisaldab
kera.
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Normeeritud (ja {ildisemalt lokaalselt kumerate) ruumide
duaalsusteooria on moistete ja vaidete siisteem, mis kirjeldab ruumi
lineaar-topoloogilisi omadusi pidevate lineaarsete funktsionaalide
abil. Normeeritud ruumi X puhul on sellise teooria iilesehitamiseks
vajalik, et topoloogiline kaasruum X’ (s.o. koigi pidevate lineaarsete
funktsionaalide f: X — K vektorruum??) eraldaks punktid?
ruumis X. Kui D on ruumi X vektoralamruum ja g € D',
siis funktsionaali f € X', mis alamruumis D langeb kokku
funktsionaaliga g, nimetatakse funktsionaali g pidevaks jéatkuks.
M.a. juhul kehtivad jargmised vaited:

e (Hahn-Banachi teoreem) kui K on sfddriliselt tdielik, siis
igal funktsionaalil g € D' on selline jitk f € X', et ||f]| =
llgll . Kui K ei ole sfdériliselt taielik, siis see véide kehtib vaid
loplikum6otmelise X korral. Niisuguse korpuse K puhul on néiteks
Banachi ruumis (co, || ||,,) selline alamruum D ning selles pidev
lineaarne funktsionaal g, mille {ikski pidev jatk f € (co)/ ei rahulda
tingimust |[£]) = [lgll

¢ ((1+ ¢)-Hahn-Banachi teoreem) kui normeeritud ruum X on
loenduvat tiitipi ja € > 0, siis igal funktsionaalil g € D' on selline
jitk fe X', et ||fll = (1+¢)llgll-

Nendest véidetest tuleneb jargmine duaalsusteooria jaoks oluline
teoreem.

Teoreem 1.4.2. Olgu X normeeritud ruum fdle tdieliku m.a.
korpuse K. Kui kas

o K on sfddriliselt tdielik voi

e X on loenduvat tiiipt,

s1is iga alamruumi D C X korral saab iga funktsionaali g € D’
pidevalt jdtkata kogu ruumi X. Sel juhul kaasruum X' eraldab
punktid ruumis X.

Erinevalt klassikalisest situatsioonist leidub m.a. juhul triviaalse
kaasruumiga Banachi ruume. Néiteks, kui K ei ole sfaariliselt

#2Normiga || f|| := sup {|f (z)| | ||z|]| < 1} on X’ Banachi ruum.
St kui 2,y € X ja x # vy, siis f(z) # f (y) mingi f € X’ korral.
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tiielik, siis faktorruumis ¢°°/co, mis on Banachi ruum??, on

ainukeseks pidevaks lineaarseks funktsionaaliks nullfunktsionaal, s.t.
(6> /cy) = {0}. Samas leidub normeeritud ruume (X, | ||) iile
mittesfadriliselt taieliku korpuse K, mis ei ole loenduvat tiiipi, kuid
mille kaasruum X' ikkagi eraldab punktid ruumis X. Nende puhul
garanteerib sisuka duaalsusteooria olemasolu normi || || polaarsuse
tingimus

|z|| = sup{|f (z)| | f € A} mingi A C X' korral (z € X).

See on tédidetud, kui kehtib {iks teoreemi 1.4.2 eeldustest, kuid ka

néiteks Banachi ruumi £°° puhul mittesfaariliselt taieliku K korral.

Duaalsusteooria seisukohalt on oluline jargmine Hahn-Banachi-

tiilipi teoreem:

e norm || || on polaarne parajasti siis, kui (1 + ¢)-Hahn-Banachi

teoreem kehtib (ilma loenduva tidibi eelduseta) iga loplikumaootmelise

alamruums D C X korral.

Seega polaarse normiga ruumis eraldab tema kaasruum punktid.
Polaarsuse tingimusel on ilus kriteerium:

e norm || || on polaarne parajasti siis, kui iga norgalt tokestatud

alamhulk normeeritud ruumis X on tokestatud, s.t. kui iga

alamhulga C' C X puhul

sup{||z]| |z € C} <0 <
& [sup{|f (z)| |z € C} << iga f € X' korrall.

7 Moned jarelméarkused

M.a. funktsionaalanaliiiisi iilesehitus ja moistete siisteem
kopeerib klassikalist késitlust, kusjuures paralleelid kahe teooria
vahel on eriti silmatorkavad sfdariliselt taieliku korpuse K puhul.
Kuid ka sel juhul on nende teooriate vahel tosiseid erinevusi.
Mitmed klassikalise alanaliitisi moisted m.a. juhul "ei toota",

#*Meenutame, et kui (Z, || ||) on Banach ruum ja D on selle kinnine alamruum,
siis faktorruum Z/D koosneb ekvivalentsiklassidest z + D (z € Z), normiga
|z + DJ| :=inf {||z — d|| | d € D} on see Banachi ruum.
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lisaks eespool mainitud absoluutsele kumerusele, separaablusele
ja skalaarkorrutisele margime veel klassikalises duaalsusteoorias
olulist rolli méngiva (pre)kompaktsuse moistet. Meenutame, et
Banachi ruumi X alamhulk C' on prekompaktne (ehk sulund C on
kompaktne) parajasti siis, kui iga € > 0 korral saab leida sellise
16pliku alamhulga F' = {z1,...,2,} C X, et

C CF+B(0). (1.35)

Kui korpus K ei ole lokaalselt kompaktne, siis ainuke absoluutselt
kumer prekompaktne alamhulk on {0} . Seepédrast asendatakse m.a.
juhul definitsioonis (1.35) 16plik hulk F' selle absoluutselt kumera

kattega
n
{Zakzk |ag € K, ag| < 1},

k=1

vastavat tingimust rahuldavat hulka C' nimetatakse kompaktoidiks.
See moiste osutub duaalsusteoorias viga efektiivseks.

Laias laastus on m.a. analiilis sfidriliselt téieliku korpuse
K korral vaesem ja iiheiilbalisem kui klassikaline teooria, mille
tulemused annavad tunnistust suuremast mitmekesisusest. Uks
néaide sellest iiheiilbalisusest on teoreemist 1.4.1 tulenev fakt, et
loenduvat tiiiipi m.a. Banachi ruumideks on parajasti koik ruumi
co kinnised alamruumid. Margime veel teist tahelepanuvéaarset
tosiasja: igas m.a. normeeritud ruumis X langevad jadade
koonduvus ja nork koonduvus kokku, s.t.

|lzr — || = 0 & [f (21) — f(x) iga f € X' korral].

Juhul K = R voi K = C on vihesed lopmatumootmelised Banachi
ruumid sellise omadusega.

Monel juhul annab aga m.a. analiiis selgema ja avarama
vaate klassikalise analiiiisi probleemidele. Heaks néiteks sellest on
Hahn-Banachi teoreem, mille tdhtsus tavalises funktsionaalanaliiiisi
kursuses ei pruugi olla ilmne. Tema tegelik roll duaalsusteoorias
saab hoopis paremini selgeks m.a. normeeritud ruumide juures.
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Mittearhimeedilise analiilisi kodumaa on Holland. Eelmise
sajandi kuuekiimnendate aastate lopupoole tootas Nijemegeni
katoliku {ilkooli juures viike rithm matemaatikuid, kes klassikalise
analiilisi korval uurisid ka m.a. probleeme. Kolm koige tuntumat
sellest rithmast olid A. F. Monna, A. van Rooij (siind. 1936) ja
W. H. Schikhof (1937 — 2014), nende kirjutatud monograafiad
[4], [6] ja [7] olid esimesed selle valdkonna siistemaatilised
kasitlused. Schikhofist sai iiheksakiimnendatel uurimisvaldkonna
liider, kelle eestvedamisel on see kiiresti arenenud ja geograafiliselt
laienenud. Tema enda muljet avaldavast teaduslikust panusest
mérgime tema rajatud tugevalt diferentseeruvate funktsioonide
teooriat ning lokaalselt kumerate ruumide teooria laiendamist
ruumidele, mis on defineeritud iile mittesfaériliselt taieliku korpuse.
Schikhofi ja Hispaania matemaatiku C. Perez-Garcia (siind. 1956)
kirjutatud monograafia [5] votab kokku nende endi ja paljude teiste
matemaatikute uurimuste tulemused. See on mittearhimeedilise
funktsionaalanaliitisi koige kaasaegsem ja ulatuslikum esitus.
Muuhulgas toovad autorid lokaalselt kumerate ruumide kontekstis
suureparaselt esile normeeritud ruumide teooria moistete ja seoste
tdpsema sisu ning olemuse.

Lopuks, tulles tagasi kirjutise sissejuhatuse juurde, mérgime, et
praeguseks on mittearhimeediline motteviis toestanud oma eludi-
gust rakendustega mitte ainult fiiiisikas, vaid ka teistes teadustes,
niiiteks bioloogias ja kosmoloogias. Uldise pealkirja p-aadiline ma-
temaatiline fiiisika all voib leida peatiikid nimetustega p-aadiline
kvantmehaanika, p-aadiline vdljateooria, p-aadiline stringiteooria jt.
Nende iiksikasjalikumaid késitlusi saab lugeda raamatutest [2] ja [3],
tilevaadet arengutest artiklist [1].
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