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Sissejuhatus

Selles artiklis tuleb juttu algebralistest struktuuridest, mida
nimetatakse poolrithmadeks. Poolriihmateooria on suhteliselt noor
algebra haru (vorreldes niiteks rithmateooria voi ringiteooriaga),
sellest voib radkida alates 20. sajandi algusest. Eestis on poolrithmi
uuritud viimased 50 aastat ja eelkdige on seda teinud Mati Kilp,
tema oOpilased ja Opilaste opilased, aga ka teised algebraistid (néiteks
Kalle Kaarli ja Peeter Puusemp) on neid oma t66des kasutanud.

Definitsioon 1.3.1. Poolrithmaks nimetatakse hulka S koos
temal defineeritud kahekohalise algebralise tehtega

SxS—8, (st)—sxt,
mis on assotsiatiivne, s.t. rahuldab tingimust
(s*t)*xu=sx*(t*u)

iga s,t,u € S korral. Kui poolriihmadest rasgitakse iildiselt, siis
tema tehet nimetatakse harilikult korrutamiseks ja s % ¢ asemel
kirjutatakse st.

Nagu néha, on poolriithma definitsioon viga lihtne ja tehtelt
noutakse ainult iihte tingimust — assotsiatiivsust. See aga
tahendab, et poolrithmi (néiteks n-elemendilisi) on viga palju. Voiks
isegi Oelda: nad esinevad igal pool. Toome moned lihtsad niited.

Naiide 1.3.1. 1. Naturaalarvude hulk N on poolriihm korruta-
mise suhtes.

2. Hulk N on poolrithm ka liitmise ja viahima iihiskordse leidmise
suhtes. Tegelikult voib hulgal N defineerida lopmata palju
assotsiatiivseid tehteid, aga muidugi mitte koik neist ei ole
sama huvitavad kui liitmine voi korrutamine.
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3. Kui X on mittetiihi hulk, siis tema koigi teisenduste hulk on
poolriihm teisenduste jarjestrakendamise suhtes.

4. Koigi n-ndat jarku ruutmaatriksite hulk on poolrithm
maatriksite korrutamise suhtes.

Definitsioon 1.3.2. Olgu (5, %) poolrithm. Alamhulka U C S
nimetatakse selle poolriihma alampoolriihmaks, kui iga u,v € U
korral uxv € U.

Naiteks positiivsete paarisarvude hulk on poolriihma (N, -) alam-
poolrithm, samuti positiivsete paaritute arvude hulk. Algarvude
hulk aga ei ole alampoolriihm, sest néiteks 3 - 5 ei ole algarv.

Kui poolrithm S on 16plik, iitleme n-elemendiline, siis on
voimalik tema tehe anda niinimetatud Cayley tabeli abil. See on
sisuliselt (n x n)-maatriks, mille read ja veerud on mérgendatud
S elementidega. Elemendile s vastava rea ja elemendile ¢ vastava
veeru loikekohta kirjutatakse korrutis s * ¢t. Néiteks voime vaadelda
poolriihmi S = {a,b, c} ja T = {0,1,2}, mille Cayley tabelid on

ja

1
0
1
2

Esimese tabeli esimesest reast nideme naiteks, et a * ¢ = a
poolrithmas S.

Vaadake neid tabeleid veel korra. Kas néete nendes mingit
sarnasust (lisaks sellele, et molema mootmed on 3 x 3)7 Vaéib téhele
panna, et tehes asendused

saame esimesest tabelist teise. Sellises olukorras Oeldakse, et
vaadeldavad poolriihmad on isomorfsed. Téapne definitsioon on
jargmine.
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Definitsioon 1.3.3. Poolriihmi (S,%) ja (7,0) nimetatakse
isomorfseteks, kui leidub bijektiivne kujutus f : .S — T nii, et

f(sxs") = f(s)o f(s)
iga s, s’ € S korral.

Niisiis eespool vaadeldud poolriithm S = {a,b,c} on isomorfne
poolrithmaga T = {0, 1,2}, kusjuures vajalik bijektsioon f : S —
T on just see, mille me eespool defineerisime. Méargime veel, et
poolrithm 7' ei ole siin mitte midagi muud kui jadgiklassiringi Z;
multiplikatiivne poolrihm.

Iga algebraisti unistus on kirjeldada &ra teda huvitavad
algebralised struktuurid isomorfismi tdpsuseni. Monikord on see
voimalik. Naiteks iga n-mootmeline vektorruum iile korpuse K on
isomorfne vektorruumiga K™ ja iga 1oplik kommutatiivne rithm on
isomorfne jadgiklassiriihmade otsesummaga. Samas koiki rithmi ja
ammugi mitte koiki poolrithmi ei ole voimalik isomorfismi tédpsuseni
ara kirjeldada. Siit tekib mote, et ehk voiks defineerida koigi
poolriihmade klassil mingi ekvivalentsiseose, mis on norgem kui
isomorfsuse seos, ja uurida siis ekvivalentsiklasse selle seose jargi.
Eeldatavasti peaks samas ekvivalentsiklassis olevate poolrithmade
omadused olema sarnasemad, kui erinevates klassides olevate
poolrithmade omad. Uheks selliseks sobivaks ekvivalentsiseoseks on
Morita ekvivalentsuse seos.

Morita ekvivalentsus

Morita teooria sai alguse jaapani matemaatiku Kiiti Morita
(1915-1995) 1958. aastal ilmunud artiklist [7]. Selle kohaselt
loetakse kahte {iihikelemendiga ringi ekvivalentseteks, kui koigi
parempoolsete moodulite kategooriad iile nende ringide on
ekvivalentsed. (Me ei hakka selles artiklis selgitama, mis on ring ja
moodul v6i mida tdhendab kategooriate ekvivalentsus.) Hiljem on
seda teooriat laiendatud viaga paljudele algebralistele struktuuridele,
muuhulgas iihikelemendita ringidele, monoididele ja poolriihmadele.
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Poolriihmade Morita ekvivalentsuse seose defineeris esimesena Sunil
Talwar oma artiklis [9]. Selleks on vaja moodulite analooge, mida
poolriithmade korral kutsutakse poliigoonideks.

Definitsioon 1.3.4. Parempoolseks poliigooniks iile poolrii-
ma (.59, *) (ehk parempoolseks S-poliigooniks) nimetatakse hulka A
koos mingi kujutusega

AxS— A (a,8)—~a-s,
mis rahuldab tingimust
(a-s)-t=a-(sxt)
iga s,t € S korral.

Poolriihmade Morita ekvivalentsus defineeritakse teatud oma-
dusega poliigoonide abil, seda omadust kutsutakse piisivuseks
(inglise keeles firmness) ja see on defineeritud tensorkorrutiste abil,
millest me ka siinkohal pikemalt radkida ei taha.

Definitsioon 1.3.5. Poolriihmi S ja T nimetatakse Morita
ekvivalentseteks, kui piisivate parempoolsete S-poliigoonide
kategooria on ekvivalentne piisivate parempoolsete T-poliigoonide
kategooriaga.

Kuna kategooriate ekvivalentsuse seos on ekvivalentsiseos, siis
on kohe ilmne, et nii tekib ekvivalentsiseos koigi poolrithmade
klassil.

Kui ldhtuda vahetult definitsioonist, siis on kahe poolrithma
Morita ekvivalentsuse kontrollimine iildiselt véga keeruline: me
peaksime naitama kahe 16pmatu kategooria ekvivalentsust. Onneks
on olemas terve rida Morita ekvivalentsusega samaviarseid
tingimusi, mida teatud olukorras voib olla lihtsam kontrollida. Neist
kuus tiikki on &ra toodud artiklites [5] ja [1]. Me ei joua neid
koiki siin kasitleda, kuid illustratsiooniks teeme pogusalt juttu iihest
tingimusest, mis on seotud poolriihmade laienditega.
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Definitsioon 1.3.6. Poolriihma (.9, *) nimetatakse alampoolrithma
U laiendiks (inglise keeles enlargement), kui S = SUS ja U =
USU, kus

SUS ={s*xuxs'|ss €S ueclU}
ja
USU ={uxs*u |u,u €U seS}.

Definitsioon 1.3.7. Poolriihma S nimetatakse faktoriseeruvaks,
kui iga tema element on mingi kahe elemendi korrutis.

Cayley tabeli keeles tdhendab faktoriseeruvus seda, et koik selle
poolriihma elemendid peavad selles tabelis esinema. Faktorisee-
ruvate poolrithmade jaoks kehtib jargmine teoreem, mis jareldub
artiklite [6] ja [4] tulemustest.

Teoreem 1.3.1. Olgu poolrihm S alampoolrihma U laiend,
kusjuures S ja U on faktoriseeruvad. Siis S ja U on Morita
ekvivalentsed.

See teoreem annab iihe piisava tingimuse Morita ekvivalentsuse
kontrollimiseks, kusjuures siin ei ole enam vaja suurte kategooriate-
ga méssata vaid piisab poolrithmas S elementidega arvutamisest.

Naide 1.3.2. Vaatleme poolrithmi, mis on antud Cayley tabelitega

-
== O
o OO
=l

n

Kohe on ndha, et U on poolriihma S alampoolriihm ja et
molemad on faktoriseeruvad. Néitame, et S on U laiend (sellest
jareldub nende Morita ekvivalentsus). Selleks peame kontrollima
nelja sisalduvust. Sisalduvus SUS C S on ilmne, sest koik korrutised
peavad kuuluma hulka S. Sisalduvus USU C U ei ole ilmne, kiill
aga on selge, et UUU C U, sest U on alampoolrithm. Seega piisab
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néidata, et ux 2 xu’ € U iga u,u’ € U = {0,1} korral. See on nii,
sest

0x2x0=0€eU,
0x2x1=0€eU,
1x2x0=0€eU,
1x2x1=1€U.

Lisaks sellele

S C SUS, sest U CUSU, sest
0=0x0x%x0 0=0%x0%0
1=1%x1=%1 1=1x%1=%1.
2=2x1x1

Sellega oleme toestanud, et S = SUS ja U = USU, mis tdhendab,
et S on U laiend.

Viimastel aastatel on Valdis Laan ja Ulo Reimaa intensiivselt
uurinud poolrithmade Morita ekvivalentsust koost6os Laszlo Marki
ja Lauri Tardiga. Suuremat tédhelepanu on pooratud Morita
kontekstidele ja loplikele poolrithmadele. Olulisemad tulemused on
publitseeritud artiklites [2], [4] ja [3]. Muuhulgas artiklis [8] oleme
toestanud jargmise teoreemi.

Teoreem 1.3.2. Leidub algoritm, mis suudab suvalise kahe [opliku
poolrihma korral kindlaks teha, kas nad on Morita ekvivalentsed vo1
mitte.

Ulo Reimaa ongi kirjutanud programmi, mis sellist algoritmi
realiseerib. Kui votta mingi naturaalarv n ja vaadelda koiki oma-
vahel mitteisomorfseid faktoriseeruvaid poolrithmi, kus elementide
arv ei ole suurem kui n, siis piisava arvutusvoimsuse olemasolu
korral suudaks see programm jagada koik need poolrithmad Morita
ekvivalentsi klassidesse. Hetkel on programmi abil leitud selline
klassifikatsioon n = 4 jaoks ja jiargmises paragrahvis toome selle
ara n = 3 jaoks.
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Klassifikatsioon

Anname siin  paarikaupa  mitteisomorfsete  {limalt  3-
elemendiliste poolrithmade jaotuse Morita ekvivalentsi klassidesse.
Poolriihmade elemente téhistame koikjal siimbolitega 0,1,2 ja
korrutamistehe on antud Cayley tabeli abil. Nagu néha, neid klasse
on 11 tiikki.

Klass 1

0 [0 1 [0 1 [0 1
070 00 O 00 O 0]0 1
110 0 111 1 110 1

01 2 01 2 0 1 2
00 0 O 00 0 O 00 0 O
110 0 O 110 0 O 110 0 O
20 0 O 0 0 1 212 2 2
01 2 01 2 01 2
00 0 2 00 0 O 0j0 1 2
110 0 2 111 1 1 110 1 2
210 0 2 212 2 2 210 1 2

Siia klassi kuuluvad parajasti need ilimalt 3-elemendilised
poolrithmad, mis rahuldavad samasust xy = = voi xy = y.

Klass 2
01 01 2 01 2
0To o 0/(0 0 O 0/0 O O
1o 1 110 1 1 110 0 O
210 1 1 210 1 2
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1

0/0 0 O

110 0 O
20 0 2

00 0 2

110 1 2

210 0 2

0/0 0 O

110 1 0O
212 2 2

00 0 O

110 1 2

210 1 2

0/0 0 O

110 0 1

210 0 2

00 0 O

110 1 1

210 2 2

Selle klassi vahim esindaja on isomorfne poolrithmaga (Z, -).

[0 1 2
0/0 0 2
10 0 2
212 2 0

[0 1 2

0/0 1 0

111 0 0
2110 0

— = O

oo

S

Klass 3

Selle klassi vahim esindaja on isomorfne poolrithmaga (Zs, +).

Klass 5 Klass 6

Klass 4

Klass 8 Klass 9

Klass 7
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Klass 10 Klass 11

See poolrithm on isomorfne See poolrithm on isomorfne
poolrithmaga (Zs, -). poolrithmaga (Zs, +).
Tanud

Uurimisto6d  on  finantseerinud  Eesti  Teadusagentuur
(PUT1519). Koostood Laszlo Markiga on toetanud Eesti ja Ungari
Teaduste Akadeemiate vaheline teadlasvahetusprogramm. Suur
tanu Ulo Reimaale, kes aitas palju kaasa artikli valmimisele.
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