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Kéesolev {ilevaade pohineb ettekandel, mille tegin 23. novembril
2018. aastal professor Gunnar Kangro 105. siinniaastapdevale
pithendatud konverentsil Algebra ja analiiiisi meetodid IX.

Pealkirjas toodud ajavahemik on Eesti algebra ajaloos méargi-
line, sest selle jooksul emeriteerusid kolm algebraprofessorit, kes
olid oma karjdéri alustanud dotsent JAAK HIONI &pilastena ja li-
gemale poole sajandi jooksul kujundanud algebraelu Eestis. MATI
KiLpP innustus algebrast Hioni seminaris, aga jitkas haridusteed
Moskva Riiklikus Ulikoolis, kus kaitses kandidaadikraadi professor
L. Skornjakovi juhendamisel. PEETER PUUSEMP ja K.K. (nende
ridade autor) kirjutasid oma kandidaadivéitekirjad Hioni juhenda-
misel Tartus. 2014. aasta algul emeriteerus ka Hioni opilane TLU
dotsent ELLEN REDI.

Samas voime nentida, et algebra on Eestis jatkuvalt elujouline.
Selleks annab alust 2016. a algul ametisse asunud professor VALDIS
LAANE energiline ja viljakas tegevus.

Jatkusid traditsiooniks saanud rahvusvahelised kevadseminarid
Algebra ja tema rakendused (2014 Mokko Jogevamaal, 2015
Marguse Valgamaal, 2017 Taevaskoja, 2018 Tartu). Tdsi, viimane
neist toimus erandina siidasuvel. Jétkuvalt toimis ka koostdo
Eesti ja Ungari teaduste akadeemiate teadlaste vahetusprogrammi
raames. Osa votsid Eesti poolt V. Laan, K.K., O. Kosik ja
U. Reimaa ning Ungari poolt L. Marki, T. Waldhauser ja S.
Radeleczki. Margin, et see koostoo sai alguse juba 1996. a K.K. ja
LAszLO MARKI algatusel. Leping on pikendatud aastateks 2019—
2021.

Jarelkasvust radkides tuleb mainida kahte uut doktorikraadiga
algebraisti. OLEG KOSIK kaitses 2015. a K.K. juhendatud véiitekirja
Categorical equivalence in algebra ning ULO REIMAA 2017. a V.
Laane juhendatud véitekirja Non-unital Morita equivalence in a
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bicategorical setting. Tosi, esimene neist kahest noorest mehest on
leidnud endale rakenduse viljaspool algebrat.

Kui jatame korvale iilalnimetatud emeriteerunud, kes loodeta-
vasti pole oma viimast sona uurijatena veel 6elnud, siis hetkel on
Eesti tegevalgebraistideks Valdis Laan (TU professor), ALAR LEI-
BAK (TTU dotsent), LAURI TART (TU teadur), Ulo Reimaa (TU
teadur) ja PIRET Puusemp (TTU lektor).

Alustuseks teen kaks terminoloogilist kokkulepet. Esiteks, jér-
jestuse all motlen alati seda, mida paljud matemaatikud nimetavad
osaliseks jarjestuseks. Teiseks, radkides algebrast algebralise
struktuuri tdhenduses pean silmas universaalalgebrat.

Ulevaade uurimistulemustest voiks olla isikupohine voi teema-
pohine. Kéesolevas eelistan segavarianti, alustades vanema gene-
ratsiooni esindajatega isikupchiselt ja lopetades Valdis Laane uuri-
misrithmaga teemapohiselt.

Mati Kilbi praktiliselt kogu uurimist66 saab paigutada iihis-
nimetaja Monoidide homoloogiline klassifikatsioon alla. Sealjuures
on teda eriti paelunud monoidide klassifitseerimine poliigoonide nn
lamedusomaduste abil. Millalgi uue aastatuhande algul laiendas
Kilp oma uurimistood jarjestatud monoididele. Aastal 2015 ilmus
ajakirjas Semigroup Forum tema seni viimane teadusartikkel [4],
milles ta kirjeldab jarjestatud Cliffordi monoidid, iile mille k&ik
Rees’i faktorpoliigoonid on teatud lamedusomadusega P,,.

Peeter Puusemp on alates kandidaadit66st uurinud rithmade
endomorfismipoolrithmi. Viimastel aastakiimnetel on ta peamiselt
huvitunud kiisimusest, kuivord on rithma ehitus méadratud tema
endomorfismipoolrithma poolt. Erijuhul tdhendab see kiisimust,
kas endomorfismipoolrithm méédrab antud rithma (isomorfismi
tépsuseni).

Vaadeldaval perioodil ilmus Puusempi sulest seitse teadusartik-
lit, neist kolm koos Alar Leibakuga ja kolm koos tiitre Piretiga.
Toome siin vélja moned tdhtsamad tulemused.

Seni oli teada, et rithmade seas, mille jark alla 36, kuid
mitte 32, on ainult {iks paar mitteisomorfseid rithmi, mille
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endomorfismipoolriihmad on isomorfsed. Need on alternatiivne
rithm A4 ja binaarne tetraeedririthm. Puusemp ja Leibak néitasid
artiklis [13], et koik rithmad, mille jark on 37 kuni 47, on méératud
oma endomorfismipoolrithmadega. Artiklis [12] tdestasid nad aga,
et 36. jarku rithmade seas on tépselt kolm, mis ei ole médratud oma
endomorfismipoolrithma poolt koigi rithmade klassis.

32. jarku rihmi uuris Puusemp koos tiitre Piretiga. Neil
onnestus toestada, et need koik on médratud oma endomorfismi-
poolrithma poolt kéigi rithmade klassis. Enamus téestustest on il-
munud artiklites [16, 17, 18], kuid osa on veel publitseerimata.

Lisaks avaldas Puusemp artikli [11], milles toestas, et iga
itereeritud poéimikkorrutis (...(GwrG)wr...)wrG, kus G on
algarvu astmelist jarku tsiikliline rithm, on mé&&ratud oma
endomorfismipoolrithma poolt kaigi rithmade klassis. Uldisest
suunast veidi korvale jadb Leibaku ja Puusempi artikkel [11],
milles uuritakse monede mediaalsete kvaasirithmade méaédratavust
endomorfismipoolrithmade poolt.

K.K. avaldas vaadeldaval perioodil kolm artiklit, mille
temaatikad on suhteliselt erinevad. Viimane neist oli 2018 ilmunud
iithisartikkel [2] ALDEN PIXLEYGA, kellega koosto6 algas juba iile
30 aasta tagasi. Initsiatiiv tuli Pixley poolt, kel niiiid juba turjal 90
eluaastat. Artiklis késitletakse 16plikku tiilipi aritmeetilisi afiinselt
taielikke muutkondi. On leitud valem, mille abil sellise muutkonna
igas algebras saab arvutada kahe peakongruentsi alumise raja,
mis ise osutub ka peakongruentsiks. Kongruentsregulaarsel erijuhul
on analoogiline tulemus saadud ka peakongruentside iilemise raja
jaoks.

2018. a ilmus ka K.K. koostodartikkel [3] ungari kolleegi
SANDOR RADELECZKIGA, milles kisitletakse integraalsete kvantaa-
lide esitamist tolerantside abil.

Lopuks, 2016. a ilmus K.K., O. Kosiku ja ungari kolleegi TAMAS
WALDHAUSERI iihisartikkel [1], milles uuritakse loplike ringide
kategoorset ekvivalentsi. Probleem lahendati téielikult poollihtsate
ringide erijuhul.
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Selle iilevaate lopuosas vaatleme Valdis Laane uurimisrithma
tulemusi. Sinna kuuluvad teadurid L. Tart ja U. Reimaa
ning doktorandid LAUR TOOMING ja KRISTO VALJAKO. Lisaks
kuulus sinna ka Pakistani péritolu jdreldoktorant NASIR SOHAIL,
kes tootas Tartus 2011-2014. N. Sohaili viibimine Tartus oli
kahtlemata edukas, sest ta kirjutas koos Tartu matemaatikutega
viis iihisartiklit, neist iiks koos bakalaureusedppe iilidpilase
KRISTIINA RAHKEMAGA, kelle juhendajaks ta oli. Laane riihma
uurimistemaatika on olnud kaunis mitmekesine, aga laias laastus
voib selle kokku votta mérksénadega Morita teooria, poolriihm,
jarjestus, kategooria.

Alustame Morita teooriaga. Uldiselt on tinamatu tdo
vorrelda teadusartikleid: milline neist on parem, huvitavam voi
tdhtsam. Siiski tahan véga selgelt esile tosta Laane, Marki ja
Reimaa ajakirjas Journal of Algebra ilmunud iihisartiklit [7], mis
on jitkuks Laane ja Marki varem ilmunud artiklile [6]. Pohjus
on lihtne: selles ajakirjas, mis on kahtlemata prestiizseim algebra
ajakiri iildse, ei ole varem ilmunud iikski eesti algebraisti artikkel.
Tosi, 1994 ilmus seal Eestis 6ppinud ja teadlase karjdari alustanud
Vladimir Fleischeri artikkel.

Artikli esimese versiooni kirjutasid Laan ja Marki. Kui Reimaa
tutvus sellega, négi ta voimalusi materjali paremaks esitamiseks
oskuslikult kaasfunktoreid kasutades. Tulemusena selgus, et reas
teoreemides oli osa eeldusi tarbetud. See tdhendab, et kokkuvottes
mitte ainult ei paranenud materjali esitus, vaid tugevnesid ka
tulemused. Artikli pohitulemusena iildistati seni teada olevad
teoreemid poolrithmade Morita ekvivalentsusest nn piisivate
poolrithmade juhule. Autorid arvavad, et piisivate poolrithmade
klass ongi mébistlik {ildsuse tase poolriithmade Morita teooria
arendamiseks.

Laane artiklis [5] uuritakse jérjestatud monoidide Morita inva-
riante, st omadusi, mis séilivad Morita-ekvivalentsi korral.

Artiklis [26] leiab Tart uudseid iseloomustusi lokaalse-
te iihikelementidega jdrjestatud poolrithmade tugevale Morita-
ekvivalentsusele. Néiteks toestab ta, et lokaalsete iihikelementidega
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jérjestatud poolrithmad S ja T on tugevalt Morita-ekvivalentsed
siis ja ainult siis, kui leidub faktoriseeruv jérjestatud Rees’i maat-
rikspoolrithm R iile S ja siirjektiivne range lokaalne isomorfism
R—T.

Tooming tdestab oma artiklis [27], et kui poolringid S ja T
omavad lokaalseid iithikelemente ja nad sisalduvad mingis Morita
kontekstis, siis nende ideaalikvantaalid ja kongruentsivored on
isomorfsed.

On teada, et iihikelemendiga ringide korral tuleneb Morita
kontekstis sisalduvate homomorfismide siirjektiivsusest nende
bijektiivsus, kusjuures seda saab téestada puhtalt kategooriateooria
vahenditega. Reimaa kasutas artiklis [20] samal eesmérgil teist
kategooriateoreetilist formalismi, mis on rakendatav ka néiteks
iithikelemendita ringide puhul.

Injektiivsed objektid teatud kategooriates. Olgu M
kategooria K mingi morfismide klass. Kategooria K objekti @
nimetatakse M-injektiivseks, kui iga klassi M kuuluva morfismi
f: X — Y jaiga kategooria K morfismi g: X — @ jaoks leidub
morfism h: Y — @, nii et ¢ = hf. Klassikalistel juhtudel on
M {iksitheste homomorfismide klass. Selles kontekstis on objekt )
injektiivne parajasti siis, kui mistahes morfism objekti ¥ mistahes
alamobjektist X objekti @ on jéitkatav objektile Y. Naiteks
Abeli riihmade kategooria injektiivseteks objektideks on parajasti
jaguvad Abeli rithmad.

On teada, et klassikalises mottes on koik injektiivsed
poolrithmad triviaalsed, st iiheelemendilised. Tulemus jadb samaks,
kui lisame poolrithmadele jarjestuse, loeme morfismideks koik mo-
notoonsed homomorfismid ning vétame M rolli koigi iiksitheste mo-
notoonsete homomorfismide klassi. Olukord muutub, kui lubame
rohkem morfisme ehk, tdpsemalt, vaatleme homomorfismide asemel
nn subhomomorfisme, st tingimust f(z)f(y) < f(zy) rahuldavaid
kujutusi. Seda tegi rithm matemaatikuid (J. Lambek jt) 2012. a mo-
noidide juhul. Nad néitasid, et sellisel ldhenemisel on injektiivsed
jarjestatud monoidid kenasti kirjeldatavad ja moodustavad huvita-
va, heade omadustega klassi. Niiiid iildistasid Laan ja Zhang selle
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tulemuse esmalt poolrithmade juhule [22], seejérel toestasid ana-
loogilised tulemused jéirjestatud poliigoonide jaoks [24] ning 16puks
néitasid, et sama saab teha jdrjestatud algebrate korral [25]. Kir-
jeldame viimast tulemust. On selge, kuidas poolrithmade subhomo-
morfismi maiste iildistub suvalistele jérjestatud algebratele. Vaat-
leme niiiid koéigi jarjestatud Q-algebrate klassi, kus €2 on mingi fik-
seeritud signatuur. Olgu OAlg, kategooria, mille objektideks on
jarjestatud -algebrad ja morfismideks subhomomorfismid ning ol-
gu M kategooria OAlgq koigi nende morfismide hulk, mis iihtlasi
on jérjestus-sisestused.

Artikli [25] {ihe pohitulemuse kohaselt on jérjestatud Q-algebra
M-injektiivne kategoorias OAlg, parajasti siis, kui ta on nn
sup-algebra. Kasutades seda tulemust andsid Zhang ja Laan ka
injektiivse iimbrise konstruktsiooni mistahes jérjestatud algebra
jaoks.

Sup-algebra moiste, mis voeti 1998. a kasutusele portugali
matemaatiku Resende poolt, iildistab kvantaali moistet. Sisuliselt
on kvantaalid sup-algebrad iile poolriihma. Tosi, tavaliselt noutakse
tdiendavalt, et see poolrithm oleks monoid. Laan ja Zhang leidsid
oigustatult, et sup-algebrad viairivad tdhelepanu kui omaette uuri-
misobjekt. Nad avaldasid artikli [23], milles uurisid sup-algebrate
alamalgebraid ja homomorfisme.

Jarjestatud algebrate kongruentsid. Jarjestatud algebra A
jéarjestuskongruentsiks nimetatakse algebra A kongruentsi p, mille
korral A jérjestus indutseerib faktorhulgal A/p sellise jarjestuse, et
loomulik kujutus A — A/p on monotoonne. Analoogiliselt tavaliste
(st jérjestuseta) algebrate juhuga saab jirjestatud algebrate jaoks
defineerida kongruentside laiendamise omaduse CEP. Veidi tugeva-
mat omadust téhistame lithendiga SCEP. Kui jatta kongruentsi
definitsioonist dra stimmeetria noue, saame (kooskolalise) kvaasi-
jarjestuse. Sarnaselt kongruentsidega saab vaadelda kvaasijérjestus-
te laiendamise omadust QEP ning selle tugevamat analoogi SQEP.
Artiklis [9] uurisid Laan, Tart ja Sohail omadusi CEP, SCEP,
QEP ja SQEP jarjestatud algebrate korral. Nad néitasid, et koik
neli on kategoorsed, st defineeritavad kategooriateooria vahenditega
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ning selgitasid, kuivord varem jirjestuseta algebrate korral saadud
tulemused laienevad jérjestusega juhule.

Algebrat A nimetatakse Hamiltoni algebraks, kui tema iga
alamalgebra on algebra A mingi kongruentsi klass. On teada, et
kui A x A on Hamiltoni algebra, siis algebral A on omadus SCEP.
Artiklis [10] uurisid Laan, Tart ja Sohail, mil mééral see tulemus
kandub {ile jéarjestatud algebratele.

Jarjestatud algebrate morfismid. Sellele teemale on piithen-
datud kaks artiklit. Artiklis [8] uurivad Laan ja Sohail mono- ja
epimorfisme jérjestatud algebrate muutkondades. Teine on Sohaili
ja Tarti artikkel [21], mille kohta iitleme vaid seda, et selles
toestatakse Isbelli histi tuntud siksak-teoreemi analoog jarjestatud
poolrithmade jaoks, mida kasutatakse epimorfismide kirjeldamiseks
absoluutselt kinniste jédrjestatud poolrithmade muutkondades.

Tulles tagasi artikli [8] juurde, selgitame esmalt, mis on jirjesta-
tud algebrate muutkond. Teatavasti defineeritakse jérjestuseta
algebrate muutkonnad samasuste abil. Jérjestusega algebrate
muutkond defineeritakse iisna sarnaselt, ainult samasuste asemele
astuvad vorratused.

Rohutame, et monomorfisme ja epimorfisme moistetakse siin
rangelt kategooriateooria mottes. Mérgime veel, et morfismi nime-
tatakse regulaarseks monomorfismiks (regulaarseks epimorfismiks),
kui ta on mingi morfismide paari vordsustaja (kovordsustaja).

Artikli pohitulemustena toestatakse: 1) jérjestatud algebrate
muutkonna monomorfismid on parajasti iiksithesed homomorfismid
ning 2) jérjestatud algebrate muutkonna iga regulaarne monomor-
fism on jérjestus-sisestus, kuid vastupidine viide ei kehti.

Uuritakse ka probleemi, kas epimorfismid iihtivad siirjektiivsete
homomorfismidega. Selgub, et iildjuhul mitte, kuid siirjektiivsed
epimorfismid on siiski kirjeldatavad kategooriateooria keeles.
Nimelt on nad parajasti nn subregulaarsed epimorfismid.

Varia. Artiklis [14], mille autoriteks on Laane korval Liang (Hii-
na), Luo (Hiina) ja Khosravi (Iraan) tuuakse sisse norgalt viandeta
jarjestatud S-poliigoonide klass ning kasutatakse seda edukalt
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jéarjestatud monoidide homoloogiliseks klassifitseerimiseks. Nimelt
kirjeldatakse jérjestatud monoidid, iile mille koik parempoolsed
jarjestatud poliigoonid on norgalt vadndeta. Huvitav on mérkida,
et samas konstrueeritakse rida néiteid, mis liikkkavad timber méned
teiste autorite kahes varasemas artiklis avaldatud tulemused.

Sohail ja Rahkema leidsid artiklis [19] tarvilikke ja piisavaid
tingimusi téielikult regulaarsete poolrithmade amalgaamide sises-
tamiseks.
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