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PROBLEEMI SEADE

Olgu C[0, T ] reaal- või kompleksväärtustega pidevate funtsioo-
nide ruum ning Jα : C[0, T ] → C[0, T ], α > 0, Riemann-Liouville’i
operaator, s.t.

(Jαu)(t) =
1

Γ(α)

∫ t

0
(t− s)α−1u(s)ds, 0 ≤ t ≤ T,

kus Γ(α) on Euleri gammafunktsioon. Ilmselt (J1u)(t) =
∫ t

0 u(s)ds
ning teatavasti α > 0, β > 0 korral

JαJβ = JβJα = Jα+β.

See võimaldab käsitleda Jαu α-järku murrulise integraalina
funktsioonist u. Funtsiooni v murrulist järku tuletist Dα

0 v on
loomulik definerida valemiga

Dα
0 v = (Jα)−1v, v ∈ JαC[0, T ].

Seega murruliselt diferentseeruvate funktsioonide klassi kirjeldus
on samaväärne operaatori Jα : C[0, T ] → C[0, T ] väärtuste
piirkonna JαC[0, T ] kirjeldusega. See näiliselt lihtne ülesanne
osutub tegelikult üsnagi tõsiseks.

9Käesolev töö on valminud Eesti Teadusagentuuri projekti PRG864 abil.
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Paneme tähele, et täisarvulise α = m ∈ N = {1, 2, . . . } korral

JmC[0, T ] = {v ∈ Cm[0, T ] : v(k)(0) = 0, k = 0, . . . ,m− 1}
=: Cm0 [0, T ],

Jm on pööratav oma väärtuste hulgal JmC[0, T ], ning (Jm)−1v =
Dm

0 v, kus Dm
0 : Cm0 [0, T ] → C[0, T ] on (täisarvulist) järku

diferentseerimise operaatori Dm = (d/dt)m : Cm[0, T ] → C[0, T ]
kitsend alamruumile Cm0 [0, T ]. Siit võime järeldada, et Jα on oma
väärtuste hulgal JαC[0, T ] pööratav ka murruliste α > 0 korral: kui
Jαu = 0 mingi u ∈ C[0, T ] korral, siis, võttes m ∈ N, m > α, saame
Jmu = Jm−αJαu = 0, u = 0.

Paneme tähele, et α > m ∈ N0 = {0, 1, 2, . . . }
korral rahuldavad operaatori Dα

0 määramispiirkonda kuuluvad
funktsioonid v ∈ JαC[0, T ] algtingimusi v(k)(0) = 0, k =
0, . . . ,m. Murruliste diferentsiaalvõrrandite käsitlemisel muudab
see Dα

0 kasutamise ebamugavaks ning murrulise tuletise mõiste
modifitseeritakse nii, et see kitsendus algtingimustele kaoks. Siin
on erinevaid võimalusi. Allpool piirdume Caputo murrulise
tuletisega Dα

Capv, mis on peamine modifikatsioon murrulist järku
diferentsiaalvõrrandite käsitlemisel. Tähistame v ∈ Cm[0, T ], m ∈
N0 korral

(Πmv)(t) =

m∑

k=0

v(k)(0)

k!
tk.

Caputo murruline tuletis Dα
Capv defineeritakse valemiga

Dα
Capv = Dm+1Jm+1−α(v −Πmv);

murruline tuletis Dα
Capv eksisteerib, kui

Jm+1−α(v −Πmv) ∈ Cm+1[0, T ].

Seega lisanduvad Dα
0 -diferentseeruvate funktsioonide klassile m-jär-

ku polünoomid, need moodustavad operaatori Dα
Cap nullruumi, ning

Πmv = 0 korral Dα
Capv = Dα

0 v.
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Lause. Funktsioonil v ∈ Cm[0, T ] on olemas Caputo murruline
tuletis Dα

Capv ∈ C[0, T ], m < α < m+1, m ∈ N0, parajasti siis, kui
Dα

0 (v −Πmv) ∈ C[0, T ]. Sealjuures Dα
Capv = Dα

0 (v −Πmv).

PÕHITULEMUSED

Kõigepealt esitame tähistusi:

Hβ[0, T ], 0 < β ≤ 1, on Hölderi ruum normiga

‖v‖Hβ := max
0≤t≤T

|v(t)|+ sup
0≤s<t≤T

|v(t)− v(s)|
(t− s)β <∞;

Hβ0 [0, T ], 0 < β < 1, on ruumi Hβ[0, T ] kinnine alamruum

funktsioonidest v ∈ Hβ[0, T ], mille korral

sup
0≤s<t≤T, t−s≤ε

|v(t)− v(s)|
(t− s)β → 0, kui ε→ 0.

Põhitulemuseks on

Teoreem 1. Järgmised kolm tingimust (i), (ii) ja (iii) on v ∈
Cm[0, T ], m < α < m+ 1, m ∈ N0, korral samaväärsed:

(i) v ∈ JαC[0, T ], s.t. eksisteerib murruline tuletis Dα
0 v :=

(Jα)−1v ∈ C[0, T ];

(ii) v(m) = γmt
α−m + vm, kus γm = const, vm ∈ Hα−m0 [0, T ],

vm(0) = 0 ning päratu integraal
∫ t

0 (t−s)m−α−1
(
vm(t)−vm(s)

)
ds =:

wm(t) koondub iga t ∈ (0, T ] korral, defineerides koos väärtusega
wm(0) = 0 funktsiooni wm ∈ C[0, T ];

(iii) eksisteerib lõplik piirväärtus γm := limt→0 t
m−αv(m)(t) ning

lim
θ↑1

sup
0<t≤T

∣∣∣∣
∫ t

θt
(t− s)m−α−1

(
v(m)(t)− v(m)(s)

)
ds

∣∣∣∣ = 0.

Tingimuse (i), (ii) või (iii) täidetuse korral

(Dα
0 v)(0) = Γ(α+ 1−m)γm,
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(Dα
0 v)(t) =

1

Γ(m+ 1− α)

(
tm−αv(m)(t) + (α−m)·

·
∫ t

0
(t− s)m−α−1

(
v(m)(t)− v(m)(s)

)
ds
)
, 0 < t ≤ T.

Näide. Funktsioon u(t) = tβ on Dα
0 -diferentseeruv parajasti

siis, kui β = α või Reβ > α.

Järgnev teoreem 2 Caputo diferentseeruvuse kohta on lihtne
järeldus teoreemist 1.

Teoreem 2. Järgmised tingimused (i), (ii) ja (iii) on v ∈
Cm[0, T ], m < α < m+ 1, m ∈ N0, korral samaväärsed:

(i) funktsioonil v on Caputo murruline tuletis Dα
Capv ∈ C[0, T ];

(ii) v(m) − v(m)(0) = γmt
α−m + vm, kus γm = const, vm ∈

Hα−m0 [0, T ]; päratu integraal
∫ t

0
(t− s)m−α−1

(
v

(m)
0 (t)− v(m)

0 (s)
)
ds =: wm(t)

koondub iga t ∈ (0, T ] korral, wm(t) on pidev poollõigul (0, T ]
ning eksisteerib lõplik piirväärtus wm(0) := limt↓0wm(t) (seega
wm ∈ C[0, T ]);

(iii) eksisteerib lõplik piirväärtus γm := limt→0 t
m−α(v(m)(t) −

v(m)(0)) ning

lim
θ↑1

sup
0<t≤T

∣∣∣∣
∫ t

θt
(t− s)m−α−1

(
v(m)(t)− v(m)(s)

)
ds

∣∣∣∣ = 0.

Tingimuse (i), (ii) või (iii) täidetuse korral korral

(Dα
Capv)(0) = Γ(α+ 1−m)γm,

(Dα
Capv)(t) =

1

Γ(m+ 1− α)

(
tm−α(v(m)(t)− v(m)(0)) + (α−m)·

·
∫ t

0
(t− s)m−α−1

(
v(m)(t)− v(m)(s)

)
ds
)
, 0 < t ≤ T.
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44 Murruliselt diferentseeruvate funktsioonide . . .

Koostöös Britt Kalamiga on käsil funktsioonide v ∈
Lp(0, T ) murrulise diferentseeruvuse uurimine, mis tehniliselt on
samaväärne operaatori Jα : Lp(0, T ) → Lp(0, T ) väärtuste hulga
kirjeldamisega.
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