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PROBLEEMI SEADE

Olgu C10,T] reaal- voi kompleksvéadirtustega pidevate funtsioo-
nide ruum ning J*: C[0,T] — CI[0,T], @ > 0, Riemann-Liouville’i
operaator, s.t.

(Ju)(t) = ﬁ /0 (t — ) u(s)ds, 0<t<T

kus T'(a) on Euleri gammafunktsioon. Ilmselt (J'u)(t) = fot u(s)ds
ning teatavasti o > 0, § > 0 korral

JOJP = JP g = Joth,

See voimaldab késitleda J%u a-jarku murrulise integraalina
funktsioonist u. Funtsiooni v murrulist jarku tuletist Dfv on
loomulik definerida valemiga

Dgv = (J*) v, ve J*C0,T).

Seega murruliselt diferentseeruvate funktsioonide klassi kirjeldus
on samavadrne operaatori J* : C[0,T] — C[0,T] védrtuste
piirkonna J*CI[0,7] kirjeldusega. See niiliselt lihtne {ilesanne
osutub tegelikult iisnagi tosiseks.

9Kiesolev t66 on valminud Eesti Teadusagentuuri projekti PRG864 abil.
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Paneme téhele, et téisarvulise « = m € N={1,2,...} korral

J"C0,T] = {v e C™0,7T]: v™(0)=0, k=0,...,m—1}
=: C3'00,T7,

J™ on poodratav oma viirtuste hulgal J™C[0,T], ning (J™) lv =
Di'v, kus Dg': Ci*[0,7] — CJ0,T] on (tdisarvulist) jarku
diferentseerimise operaatori D™ = (d/dt)™: C™[0,T] — C|0,T]
kitsend alamruumile C§*[0, 7. Siit voime jareldada, et J* on oma
védrtuste hulgal JC[0,T] pooratav ka murruliste o > 0 korral: kui
J%u = 0 mingi u € C[0, T korral, siis, vottes m € N, m > a, saame
Ju=J""*J% =0, u=0.

Paneme tdhele, e¢ o > m € Ny = {0,1,2,...}
korral rahuldavad operaatori Df méédramispiirkonda kuuluvad
funktsioonid v € J*C[0,T] algtingimusi v*)(0) = 0, k =
0,...,m. Murruliste diferentsiaalvorrandite késitlemisel muudab
see Df kasutamise ebamugavaks ning murrulise tuletise moiste
modifitseeritakse nii, et see kitsendus algtingimustele kaoks. Siin
on erinevaid voimalusi. Allpool piirdume Caputo murrulise
tuletisega D¢, v, mis on peamine modifikatsioon murrulist jarku
diferentsiaalvorrandite késitlemisel. Tahistame v € C™[0,T], m €
Ng korral

= o) (0)

(M) () = o tk.
k=0 ’

Caputo murruline tuletis Dg, v defineeritakse valemiga
apt = DML (p — T )

murruline tuletis D%

Cap¥ eksisteerib, kui

JrH=eqy —1,0) € ™0, 7).

Seega lisanduvad Df-diferentseeruvate funktsioonide klassile m-jér-
ku poliinoomid, need moodustavad operaatori D&

Cap nullruumi, ning
IL,,,v = 0 korral D%apv = Dgwv.
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Lause. Funktsioonil v € C™[0,T] on olemas Caputo murruline
tuletis D%apv € C[0,T], m < a <m+1, m € Ny, parajasti siis, kui
D (v —ILyv) € C0,T]. Sealjuures D, ;v = D (v — ILnv).

POHITULEMUSED
Koigepealt esitame tahistusi:

#HB [0,T],0 < B <1, on Hélderi ruum normiga

V]l = max |v(t)| + sup Ju(t) —v(s)|

< oQ;
0<t<T o<s<t<T (t—5)8

Hff [0,7], 0 < B < 1, on ruumi H?[0,T] kinnine alamruum
funktsioonidest v € H?[0, 7], mille korral

wp 0 =0(s)

5 0, kuie— 0.
0<s<t<T, t—s<e (t—5)

Pohitulemuseks on

Teoreem 1. Jirgmised kolm tingimust (i), (ii) ja (iii) on v €
Cc™0,T], m < a <m+ 1, m € Ny, korral samavddirsed:

(i) v € J*C[0,T], s.t. eksisteerib murruline tuletis D§v :=
(J¥) v € C[0,T);

(ii) o™ = 4t 4 v, kus vy, = const, vy, € He~ "0, T,
vm(0) = 0 ning pdratu integraal fg(t—s)m_a_l(vm(t)—vm(s))ds =:
wp,(t) koondub iga t € (0,T] korral, defineerides koos vdidirtusega
wm(0) = 0 funktsiooni wy,, € C[0,T];

(i

i) eksisteerib loplik piirvidrtus Yp, == limy_o ™ *v(™)(t) ning

lim sup
011 g<t<T

[ 9m=1 @) o s)as| o
0

t

Tingimuse (i), (i) voi (iil) tdidetuse korral

(Dgv)(0) = T+ 1 = m)ym,
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1
'm+1—a)

-/t(t—s)m—a—l( )(t) — o™ (s ))ds) 0<t<T.
0

(Dgv)(®) = (tm*%m) (t) + (o —m)-

Niide. Funktsioon u(t) = t# on Dg-diferentseeruv parajasti
siis, kui § = a voi Ref8 > a.

Jargnev teoreem 2 Caputo diferentseeruvuse kohta on lihtne
jareldus teoreemist 1.

Teoreem 2. Jirgmised tingimused (i), (ii) ja (iii) on v €
C™0,T], m < a<m+1, m €Ny, korral samavddrsed:

(i) funktsioonil v on Caputo murruline tuletis D¢, v € C[0,T7;

(i) v (m) — M (0) = 4t + vy, kus v, = const, v, €
Ho~ ™0, T]; paratu integraal

/(t )L (™ (1) — o™ (s))ds =2 win(t)

koondub iga t € (0,T] korral, wy,(t) on pidev poolloigul (0,T]

ning eksisteerib loplik piirvidrtus wp,(0) = limgjowm,(t) (seega
wp, € C[0,T));
(iil) eksisteerib loplik piirvidrtus vm = lim_o t™ (0™ (t) —

v(™)(0)) ning

lim sup
011 o<t<T

[t 9m= ) o s)as| <o
7

t

Tingimuse (i), (ii) voi (iil) tdidetuse korral korral
(DEapv)(0) = T +1 = m)ym,

1
F'm+1-—a)

. / t(t — symmeL(ym () — v<m>(s))ds), 0<t<T.
0

(DEapv)(t) = (tm_a(v(m) (t) = v™(0)) + (@ — m)-
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Koostoos BRITT KALAMIGA on késil funktsioonide v €
LP(0,T) murrulise diferentseeruvuse uurimine, mis tehniliselt on
samavédrne operaatori J*: LP(0,T) — LP(0,T) vaidrtuste hulga
kirjeldamisega.
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