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1. Sissejuhatus

Aproksimatsiooniomaduste siistemaatilised ja aktiivsed uuringud
algasid 1955. aastal, mil Grothendieck [G] aproksimatsiooniomadu-
se ja meetrilise aproksimatsiooniomaduse moisted kasutusele vottis.
Aproksimatsiooniomadustega on seotud mitmeid siiani lahendama-
ta probleeme. Kuulsaim neist on jargmine: kas Banachi ruumi kaas-
ruumi puhul on aproksimatsiooniomaduse ning meetrilise aproksi-
matsiooniomaduse moisted erinevad? Seoses antud probleemi voi-
malike lahendusteede uurimisega on voetud kasutusele mitmeid uusi
aproksimatsiooniomaduste versioone. Aastal 2011 toodi artiklis
[FJP] sisse tokestatud aproksimatsiooniomaduse versioon paaride
jaoks, mis koosnevad Banachi ruumist ja tema kinnisest alamruu-
mist. Kéesolevas artiklis uuritakse siistemaatiliselt seda uut aprok-
simatsiooniomadust ning selle iildisemat versiooni artiklist [LisO] —
tokestatud kumerat aproksimatsiooniomadust. Vaatluse all on ar-
tiklite [OT, OV, V1] olulisemad tulemused.

Artiklis kasutatakse jargmisi tdahistusi. Olgu X ja Y Banachi
ruumid, moélemad iile reaal- voi kompleksarvude korpuse. Koikide
ruumist X ruumi Y tegutsevate pidevate lineaarsete operaatorite
Banachi ruumi tdhistame £(X,Y) ja 16plikumodtmeliste operaato-
rite alamruumi F(X,Y). Me kirjutame £(X, X) ja F(X, X) asemel
lithidalt vastavalt £(X) ning F(X). Kui A ja B on ruumi £(X)
alamhulgad, siis Ao B := {ST: S € A, T € B}. Ruumi X kaasruu-
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10 Tokestatud aproksimatsiooniomaduste iilekandumine . . .

miks nimetatakse ruumi X* := £(X,K) ning teiseks kaasruumis
ruumi X** := (X*)*. Kanooniline sisestus jx : X — X** defineeri-
takse eeskirjaga

(jxz)(z*) = 2*(z), 2" € X", v € X.

Ruumi X iihikoperaatorit tdhistame Ix ning kinnist iihikkera Bx.
Ruumi X kinnise alamruumi Y annulaatorit tdhistame

Yi={s*eX*:2*(y)=0 VyeY}

ning selle annulaatorit teises kaasruumis tihistame Y-+ := (Y1)L,

2. Tokestatud aproksimatsiooniomadused

Olgu A ruumi £(X) alamhulk. Oeldakse, et Banachi ruumil X on
A-aproksimatsiooniomadus, kui leidub pere (S,) C A nii, et
S, —, Ix ihtlaselt ruumi X kompaktsetel alamhulkadel. Ruumil
X on duaalne aproksimatsiooniomadus, kui pere (S,) C A saab
valida nii, et lisaks S} —, Ix~ iihtlaselt kaasruumi X* kompakt-
setel alamhulkadel. Olgu 1 < A < co. Ruumil X on A-tékestatud
(duaalne) A-aproksimatsiooniomadus, kui pere (S,) saab leida nii,
et [[Sy]] < Xiga v korral (st ruumil X on (duaalne) (AN AB.(x))-
aproksimatsiooniomadus). Oeldakse, et Banachi ruumil on tékesta-
tud (duaalne) A-aproksimatsiooniomadus, kui tal on A-tokestatud
(duaalne) A-aproksimatsiooniomadus mingi A korral. Banachi ruu-
mil on meetriline A-aproksimatsiooniomadus, kui tal on 1-tokesta-
tud A-aproksimatsiooniomadus. Kaasruumil X* on kaasoperaatori-
tega tokestatud A-aproksimatsiooniomadus, kui tal on tokestatud
{S5*: § € A}-aproksimatsiooniomadus.

Kui hulk A on kumer ning sisaldab nulloperaatorit, siis réaagitak-
se kumeratest aproksimatsiooniomadustest. Tokestatud kumera ap-
roksimatsiooniomaduse moistesse on haaratud jargmised tuntud ap-
roksimatsiooniomadused: Banachi ruumi X tékestatud aproksimat-
siooniomadus (kui A = F(X)); paari (X,Y), kus Y on ruumi X
kinnine alamruum, tokestatud aproksimatsiooniomadus (kui A =
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{S € F(X): S(Y) C Y}); Banachi vore X tokestatud positiiv-
ne aproksimatsiooniomadus (kui A = F(X); — koik positiivsed
16plikum&tmelised operaatorid). Ilmselt on ruumi X A-tokestatud
aproksimatsiooniomadus samavéérne nii paari (X, X) kui ka paari
(X, {0}) A-tokestatud aproksimatsiooniomadusega.

Téanu Enflo, Jamesi ja Lindenstraussi téodele teame (vt nt [LT,
1k 34]), et Banachi ruumi aproksimatsiooniomadus ei kandu iile te-
ma kaasruumile. Teisalt, kaasruumi tokestatud aproksimatsiooni-
omadus kandub alati ldhteruumi. Viimase viite toestus meetrili-
se aproksimatsiooniomaduse kohta péarineb Grothendieckilt (vt [G,
lause 40, 1k 180]). Uldisel juhul jireldub see viide jérgmisest John-
soni [J] olulisest teoreemist.

Teoreem 1 (Johnson). Olgu X Banachi ruum. Olgu 1 < X < 0.
Kui kaasruumil X* on A-tokestatud aproksimatsiooniomadus, siis
on tal kaasoperaatoritega A-tokestatud aproksimatsiooniomadus.

Vaatleme niiiid jargmisi véaiteid:
(a) paaril (X,Y) on A-tokestatud aproksimatsiooniomadus;
(a*) paaril (X*,Y ") on M-tdkestatud aproksimatsiooniomadus.

Eelneva pohjal implikatsioon (a) = (a*) iildjuhul ei kehti. Implikat-
siooni (a*) = (a) kehtivus erijuhul, kui ¥ = {0} (v6i Y = X)), on
lihtsasti jéreldatav Johnsoni teoreemist. Artiklis [OT] naidatakse,
et implikatsioon (a*) = (a) kehtib alati. Selleks iildistatakse John-
soni teoreem kaasruumilt X* paarile (X*, Y1) jargmiselt.

Teoreem 2 (vrd [OT, teoreem 1.2|). Olgu X Banachi ruum ja'Y
tema kinnine alamruum. Olgu 1 < X\ < co. Kui paaril (X*, Y1) on
A-tokestatud aproksimatsiooniomadus, siis on tal kaasoperaatorite-
ga A-tokestatud aproksimatsiooniomadus.

Teoreemi 2 toestus artiklis [OT] tugineb 16plikumddtmeliste ope-
raatorite ruumi kaasruumi kirjeldusele integraalsete operaatorite
kaudu, mis on antud Grothendiecki [G] poolt, ning Oja [O1] A-
aproksimatsiooniomaduse kirjeldusele. Oja néitas (vt [O1, teoreem
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2.1]), et erijuhul, kui A on operaatorideaali komponent (st A =
A(X, X), kus A on operaatorideaal), saab tokestatud A-aproksimat-
siooniomadusi kirjeldada elementaarfunktsionaalide abil, mis on de-
fineeritud hulgal A. Artikli [O1] teoreemi 2.1 tdestuse pohjal keh-
tib antud tulemus ka siis, kui A on ruumi £(X) vektoralamruum.
Artiklis [V1] on tootatud vélja tokestatud kumera aproksimatsioo-
niomaduse kriteerium, mis laiendab artiklis [O1] saadud kirjeldust
(vt teoreem 3).

Meenutame, et kui A on ruumi £(X) vektoralamruum, z** €
X** ning x* € X*, siis elementaarfunktsionaal z* @ 2** : A - K
on defineeritud jargmiselt

(" @a™)T) =™ (T*z"), T € A.

Meenutame ka hulga polaari maistet. Olgu (X,Y’) duaalne paar
ning olgu M ruumi X alamhulk. Hulga M polaar on hulk

M°:={yeY :Re(z,y) <1 Vo e M},

kus Re(x,y) tdhistab arvu (z,y) reaalosa. Hulga M® polaar on
ruumi X alamhulk, seda nimetatakse hulga M bipolaariks ning
téhistatakse M°°.

Midrkus 1. Kirjanduses kasutatakse tihtipeale hulga M polaari
nimetust téhistamaks tema absoluutset polaari, st hulka {y € Y:
|{(z,y)| <1Vx e M}. Need moisted on eristatud néiteks raamatus
[SchW].

Jargmises teoreemis on vaatluse all duaalne paar ((L(X))**,
(L(X))*) ning elementaarfunktsionaalid, mis on defineeritud ruumil
L(X).

Teoreem 3 (vt [V1, Teoreem 2.2]). Olgu X Banachi ruum ja olgu
A ruumi L(X) tokestatud kumer alamhulk, mis sisaldab nullope-
raatorit. Siis

(a) ruumil X on A-aproksimatsiooniomadus parajasti siis, kui lei-
dub ® € A°° C (L(X))** nii, et

O(r" @ jxr) =2%(x) V" € X*, Vo € X
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(b) kaasruumil X* on kaasoperaatoritega A-aproksimatsioonioma-
dus parajasti siis, kui leidub ® € A°° C (L(X))*™ nii, et

Oz @ ™) =™ (2%) Va© e X*, Vo™ € X*.

Mdrkus 2. Erijuhul, kui A on ruumi £(X) vektoralamruum ning
teoreemis 3 asendada hulk A hulgaga A N AB/(x), iihtib teoreem
3 artikli [O1] teoreemi 2.1 vektoralamruumi versiooniga. Sel juhul,
teoreemi bipolaarist pohjal (vt nt [SchW, 1k 126]), A°° = A** ning
(A N )\BL(X))OO C )\(Bﬁ(X))OO = )‘B([,(X))**

Teoreemi 3 rakendusena on artiklis [V1] ndidatud, et Banachi
ruumi meetrilist kumerat aproksimatsiooniomadust saab iile kan-
da tema kaasruumile erijuhul, kui l&hteruumil on iihese jatkamise
omadus (vt jareldus 4).

Banachi ruumil X on dihese jitkamise omadus, kui ainsaks ope-
raatoriks T € L(X**), mille korral ||T|| < 1 ja T|x = Ix (st
Tjxx = jxxiga x € X korral), on iihikoperaator Ix««. See omadus
on néiteks nulliks koonduvate arvjadade ruumi ¢y kinnistel alam-
ruumidel.

Uhese jitkamise omaduse maiste votsid kasutusele Godefroy ja
Saphar artiklis [GS]. Muuhulgas niitasid nad, et kui Banachi ruu-
mil X on see omadus, siis erijuhul, kui A = F(X) voi A = K£(X)
(ruumis X tegutsevate kompaktsete operaatorite ruum), saab meet-
rilist A-aproksimatsiooniomadust iile kanda ruumilt X tema kaas-
ruumile X*. Artikli [O1] tulemuste toestuste pohjal kehtib antud
véide ka juhul, kui A on ruumi £(X) vektoralamruum. Kahjuks ei
voimalda need tulemused iile kanda meetrilist positiivset aproksi-
matsiooniomadust. Artiklis [V1] on saadud, kasutades artikli [O1]
jarelduse 2.5 toestuse ideed ning teoreemi 3, jargmine tulemus, mis
on rakendatav ka Banachi voredes.

Jéreldus 4 (vt [V1, jareldus 3.1]). Olgu X Banachi ruum, millel on
tihese jatkamise omadus. Olgu A ruumi £L(X) kumer alamhulk, mis
stsaldab  nulloperaatorit. Kut ruumil X  on  meetriline
A-aproksimatsiooniomadus, siis on kaasruumil X* kaasoperaatori-
tega meetriline A-aproksimatsiooniomadus.
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Mirkus 3. Uldiselt ei voimalda iihese jitkamise omadus tosta -
tokestatud aproksimatsiooniomadust ldhetruumilt kaasruumile, vi-
hemalt juhul, kui A > 6 (vt tédpsemalt arutelu artiklis [OT] pérast
teoreemi 5.2).

3. Tokestatud kumerate aproksimatsiooni-

omaduste iilekandumine kaasruumidesse

Johnson ja Oikhberg [JO] niitasid, et tokestatud aproksimatsiooni-
omadust saab Banachi ruumilt tema kaasruumile iile kanda juhul,
kui ruum on laiendatavalt lokaalselt refleksiivne (LLR). Antud geo-
meetrilise omaduse avastas Rosenthal (vt [JO]).

Definitsioon. Banachi ruum X on A-laiendatavalt lokaalselt ref-
leksitvne, kui koigi 16plikumootmeliste alamruumide £ C X** ja
F C X* ning iga arvu € > 0 korral leidub operaator T' € L£(X**)
nii, et T(E) C X, |T|| < A+ ¢ ja a*(T2*) = ™ (2*) iga 2™ € E
ja z* € F korral.

Teoreem 5 (Johnson—Oikhberg). Olgu X Banachi ruum. Olgu
1 <\ pu < oo. Kui ruum X on A-latendatavalt lokaalselt refleksitvne
ja tal on p-tokestatud aproksimatsiooniomadus, siis on kaasruumil
X* Au-tokestatud aproksimatsiooniomadus.

Johnson—Oikhbergi teoreemi (vt [JO, teoreem 3.1(1)]) toestus
pohineb lokaalse refleksiivsuse printsiibil (LRP). Artikli [OV] pohi-
teoreem (vt teoreem 6) néitab, et kumerat tokestatud aproksimat-
siooniomadust saab ldhteruumilt kaasruumile {ile kanda juhul, kui
lahteruum rahuldab LLR ning LRP alljargnevaid norgendatud vor-
me.

Definitsioon. Olgu X Banachi ruum ning olgu C' ruumi £(X**)
alamhulk. Olgu 1 < A < oo. Utleme, et ruum X on C tiiiipi
A-laiendatavalt lokaalselt refleksiivne, kui koigi loplikumootmeliste
alamruumide £ C X™** ja FF C X* ning iga arvu ¢ > 0 korral leidub
operaator T € C' nii, et T(E) C X, |[T|| < A+¢ja

¥ (T2™) — 2**(2*)| < ¢ V2™ € Sp, Vz* € Sp.
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Ilmselt jareldub ruumi A\-laiendatavast lokaalsest refleksiivsusest
tema L£(X™**) tiiiipi A-laiendatav lokaalne refleksiivsus.

Definitsioon. Olgu X Banachi ruum ning olgu A ja B vastavalt
ruumide £(X) ja £(X**) alamhulgad. Utleme, et ruumis X kehtib
B — A tidipi lokaalse refieksiivsuse printsiip, kui iga operaatori
T € B, koigi 1oplikumootmeliste alamruumide £ C X** ja FF C X*
ning iga arvu € > 0 korral leidub operaator S € A nii, et ||| <
1T + € ja

(T2*)(z*) — z**(S*2%)| < e Va** € Sp, Va* € Sp.

Niide. Kehtivad jargmised viited.

(1) Igas Banachi ruumis X kehtib F(X**) — F(X) tiiiipi LRP
(tuleneb LRPst).

(2) Igas Banachi ruumis X kehtib {T" € F(X**) : T(Y+4)
Y+ — {8 € F(X) : S(Y) C Y} tiiiipi LRP (kehtib [0O2]
pohjal).

(3) Igas Banachi vores X kehtib F(X**); — F(X)4 tiiipi LRP
(jareldub artikli [LisO] teoreemist 5.6, vt [OV, teoreem 3.7]).

Teoreem 6 (vt [OV, teoreem 2.5]). Olgu X Banachi ruum ning
A ruumi L(X) kumer alamhulk, mis sisaldab nulloperaatorit. Olgu
B ja C ruumi L(X™**) sellised alamhulgad, et {S** : S € A}oC C B.
Olgu 1 < Ap < oo. FEeldame, et ruumis X kehtib
B — A tidipi lokaalse refleksiivsuse printsiip. Kui ruum X on C
titipi A-laiendatavalt lokaalselt refleksiivne ning tal on u-tokestatud
A-aproksimatsiooniomadus, siis on tal Au-tokestatud duaalne
A-aproksimatsiooniomadus.

Vottes A = F(X), B=F(X*) ja C = L(X*), saame néitest
(1) ja teoreemist 6 vahetult alloleva jéarelduse 7 ning seega ka John-
son—Qikhbergi teoreemi. Viimase jaoks piisab vaid mérgata, et ilm-
selt jareldub viitest "ruumil X on duaalne A\u-tokestatud aproksi-
matsiooniomadus” véide "kaasruumil X* on Apu-tokestatud aprok-
simatsiooniomadus”.
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Jéareldus 7 (vt [OV, jdreldus 3.1]). Olgu X Banachi ruum. Olgu
1<\ p<oo. Kui ruum X on L(X™**) tidpi A-laiendatavalt lokaal-
selt refleksitvne ja tal on p-tokestatud aproksimatsiooniomadus, siis
on tal \u-tokestatud duaalne aproksimatsiooniomadus.

Mirkus 4. Johnson-Oikhbergi teoreemi toestus artiklis [JO] tu-
gineb LRP versioonile, mis védidab, et Banachi ruum X ja tema teine
kaasruum X** on ”lokaalselt peaaegu samad”. Jéarelduse 7 tdestus
kasutab LRP versiooni, mis véiidab ruumide F(X**) ja F(X) "lo-
kaalset samasust”.

Artiklis [OV] on laiendatud LLR maistet paaride jaoks jargmiselt.

Definitsioon. Olgu X Banachi ruum ja olgu Y tema kinnine alam-
ruum. Olgu 1 < A < co. Utleme, et paar (X,Y) on A-laiendatavalt
lokaalselt refleksiivne, kui ruum X on {T' € L(X*): T(Y++) C
Y+1} tiitipi A-laiendatavalt lokaalselt refleksiivne.

Paari (X, {0}) korral iihtib allolev teoreem jireldusega 7.

Teoreem 8 (vt [OV, teoreem 3.5]). Olgu X Banachi ruum ja olgu
Y tema kinnine alamruum. Olgu 1 < A\, u < 0o. Kui paar (X,Y) on
A-latendatavalt lokaalselt refleksiivne ning tal on p-tokestatud ap-
roksimatsiooniomadus, siis on paaril (X,Y) Au-tokestatud
duaalne aproksimatsiooniomadus.

Téestus. Olgu
A={SeF(X):SY)cY}, B={Te F(X*): T(Y*H) cy*+}

jaC={T € L(X*™): T(Y+!) c Y1+, Siis {S**: S € A}oC C B.
Toepoolest, kui S € L(X) on selline, et S(Y) C Y, siis ilmselt
S* (Y1) c Yt Jarelikult S**(Y++) € Y. Seega me saame teo-
reemi viite vahetult néitest (2) ja teoreemist 6. O

Mirkus 5. Vaatleme veelkord véiteid (a) ja (a*). Teoreemist 8 jérel-

dub vahetult, et erijuhul, kui paar (X,Y) on 1-LLR, kehtib ka imp-
likatsioon (a) = (a*).
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Artiklis [OV] on laiendatud LLR moistet ka Banachi vorede
jaoks. Meenutame, et £(X); tdhistab koiki positiivseid pidevaid
lineaarseid operaatoreid.

Definitsioon. Olgu X Banachi vore. Olgu 1 < A < oc. Utleme,
et X on positiivselt \-laiendatavalt lokaalselt refleksiivne, kui X on
L(X)4 tiilipi A-laiendatavalt lokaalselt refleksiivne.

Vottes A = F(X)4, B = F(X*)4 ning C = L(X™)4, saame
néitest (3) ja teoreemist 6 vahetu jireldusena jargmise positiivse
aproksimatsiooniomaduse versiooni Johnson-Oikhbergi teoreemile
(voi jéreldusele 7).

Teoreem 9 (vt [OV, teoreem 3.10]). Olgu X Banachi vore. Olgu
1 < A\ p<oo. Kui X on posititvselt A-laiendatavalt lokaalselt ref-
leksiivne ning tal on p-tokestatud positivune aproksimatsioonioma-
dus, sits on tal Ap-tokestatud duaalne posititune aproksimatsiooni-
omadus.

Rosenthal toestas (vt [JO, teoreem 3.1(2)]), et Johnson—Oikh-
bergi teoreemis kehtib ka vastupidine tugevam véide.

Teoreem 10 (Rosenthal). Olgu X Banachi ruum. Olgu 1 < X <
0o. Kui kaasruumil X* on A-tokestatud aproksimatsiooniomadus,
sits lahteruum X on A-latendatavalt lokaalselt refleksiivne.

Artiklis [OV] on Rosenthali teoreemi laiendatud jargmiselt. All-
jargnevas téhistab W(X) ruumis X tegutsevate norgalt kompakt-
sete operaatorite ruumi.

Lause 11 (vt [OV, lause 4.2]). Olgu X Banachi ruum. Olgu A
ruumi W(X) alamhulk. Olgu 1 < X\ < oo. Kui kaasruumil X* on
kaasoperaatoritega \-tokestatud A-aproksimatsiooniomadus, siis on
lihteruum X {S** : S € A} tidipi A-laiendatavalt lokaalselt reflek-
siivne.

Banachi vorede korral saab Rosenthali teoreem jérgmise kuju.
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Teoreem 12 (vt [OV, teoreem 4.3]). Olgu X Banachi vére. Olgu
1 < X\ < oo. Kui kaasvorel X* on A-tokestatud posititvne aprok-
stmatsiooniomadus, siis on X posititvselt A-laiendatavalt lokaalselt
refleksiivne.

Toestus. Artikli [LisO] lauuse 5.7 pohjal on viited ”kaasvorel X* on
A-tokestatud positiivne aproksimatsiooniomadus” ning ”kaasvorel
X* on kaasoperaatoritega A-tokestatud positiivne aproksimatsioo-
niomadus” samavédrsed. Olgu A = F(X)4. Siis A € W(X) ning
{5 . 8 € A} C F(X™)L C L(X™*),. Teoreemi véide jareldub
vahetult lausest 11. O

Allolev teoreem néitab, et tokestatud kumerat aproksimatsioo-
niomadust saab iile kanda Banachi ruumilt tema kaasruumile eel-
dusel, et kaasruumil on tokestatud kumera aproksimatsiooniomadu-
se norgem versioon.

Teoreem 13 (vt [OV, teoreem 4.4]). Olgu X Banachi ruum. Ol-
gu A ruumi L(X) kumer alamhulk, mis sisaldab nulloperaatorit
ning olgu B ruumi W(X) selline alamhulk, et Ao B C A. OI-
gu 1 < A\jpu < oo. Kui kaasruumil X* on kaasoperaatoritega -
tokestatud B-aproksimatsiooniomadus ja ruumil X on pu-tokestatud
A-aproksimatsiooniomadus, siis on ruumil X Au-tokestatud duaal-
ne A-aproksimatsiooniomadus.

Téestus. Lause 11 pohjal on ruum X C := {T%**: T € B} tiiiipi \-
LLR. Definitsioonist on selge, et igas Banachi ruumis kehtib
{5: 5 € A} — A tiiiipi LRP. Kuna Ao B C A, siis {S*: S €
A} oC C {S*: S € A}. Teoreemi 6 rakendades saame, et ruumil
X on Au-tokestatud duaalne A-aproksimatsiooniomadus. O

Lopetuseks toome &ra iillatava tulemuse, mis néitab, et eriju-
hul, kui Banachi ruumil on kumera tokestatud aproksimatsiooni-
omaduse norgem versioon, voimaldab iihese jatkamise omadus tosta
tokestatud kumerat aproksimatsiooniomadust Banachi ruumilt te-
ma kaasruumile.
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Teoreem 14 (vt [V2, teoreem 5.51]). Olgu X Banachi ruum, millel
on iihese jatkamise omadus. Olgu A ja B vastavalt ruumide L(X) ja
W(X) sellised kumerad alamhulgad, et Ao B C A ning molemad si-
saldavad nulloperaatorit. Olgu 1 < \ < oco. Kui ruumil X on meetri-
line  B-aproksimatsiooniomadus ja  A\-tokestatud — A-aproksi-
matsiooniomadus, siis on tal A-tokestatud duaalne A-aproksimat-
stooniomadus.

Toestus. Jéarelduse 4 pohjal on kaasruumil X* kaasoperaatorite-
ga meetriline B-aproksimatsiooniomadus. Teoreemist 13 saame va-
hetult, et ruumil X on A-tokestatud duaalne A-aproksimatsiooni-
omadus. ]
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