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1 Sissejuhatus

Aeglase difusiooni kirjeldamisel mitmesugustes poorsetes, bioloogi-
listes ja fraktaalsetes keskkondades kasutatakse diferentsiaalvorran-
deid, mis sisaldavad murrulisi tuletisi ajamuutuja suhtes. Taolis-
te vorrandite tuletamisel ldhtutakse ajas pidevast kuid ruumili-
selt diskreetsest juhuslikust protsessist mikrotasemel ja minnakse
piirvédartusena iile pidevale mudelile ruumimuutuja suhtes makro-
tasemel.

Makrotasemel ruumiliselt homogeense keskkonna korral on vas-
tav vorrand jargmine [1]:

ug(t, z) = D" Au(t, z) + Q(t, x), (1)

kus z = (x1,...,%,) € R™ on ruumimuutuja, t on aeg, u on fiiiisika-
lise protsessi olekumuutuja, @@ on allikafunktsioon, A on Laplace’i
operaator ja z» > 0 on konstant. Stimbol D7w tédhistab v jarku
Riemann-Liouville’i murrulist tuletist funktsioonist w. Juhul ~ €
(0,1) on see tuletis defineeritud jargmise valemiga:

d [t({t—7)7

DYw(t) = %[1—710(15) == i mw(T)dT,

kus

t T s—1
Pw(t) = /O %w(ﬂcﬁ 2)

on s jarku murruline integraal funktsioonist w. Me eeldame, et a €

(0,1).

o4
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Rakendades operaatorit I'~ vérrandile (1) teisendub see jérg-
misele ekvivalentsele kujule:

O%u(t,z) = »Au(t,z) + F, F=I1"°Q, (3)
kus 0%w fg (It‘(lT)a) (7)dr tihistab « jirku Caputo murrulist

tuletist funktsmonlst w. Vorrandit (3) tuntakse kirjanduses ”nor-
maalkujulise”murrulise ajatuletisega difusioonivorrandi nime all.
Rohutame, et vorrandi (3) vabaliige I ei oma otsest fiiiisikalist sisu
— tegemist on fiiiisikalise allikafunktsiooni murrulise integraaliga.

Caputo tuletise 0w saab esitada kujul D“[w — w(0)], mis ei
sisalda argumentfunktsiooni w esimest jarku tuletist. Seetottu esi-
tame edaspidi vorrandi (3) iildisemal kujul D®[u—wu(0, )] = »Au+
IlfaQ‘

Olgu 2 € R" lahtine tokestatud piirkond piisavalt sileda rajaga
0 ja T > 0. Lisades diferentsiaalvorrandile alg- ja rajatingimuse,
saame otsese tlesande funktsiooni u leidmiseks:

D%(u—)(t, ) = seAu(t,z)+1"7%Q(t,z), =€ Q,tec (0,T), (4)

uw(0,2) = p(z), x €8, (5)
u(t,x) =0, ze€dQ, te(0,T). (6)

Teatavatel eeldustel @ ja ¢ kohta on voimalik tdestada, et {ilesandel
(4)—(6) on parajasti iiks lahend. Vastava teoreemi formuleerime
jargmises alajaotises.

Niiiid vaatleme juhtu, kui funktsioon () on ajamuutujast soltuva
ja ruumimuutujast soltuva funktsiooni korrutis, st

Q(t, x) = q(t) f(z). (7)
Piistitame kaks pdordilesannet.

PU1 Olgu antud o, s, ¢ ja ¢. Leida funktsioon f, mille kor-
ral tilesande (4)—(6) lahend u allikafunktsiooni (7) korral rahuldab
jargmist lopptingimust:

w(T,z) =(x), =z€Q, (8)
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kus 1) on etteantud funktsioon.

PU Olgu antud s, ¢ ja ¢. Leida suurustepaar (o, f), mille kor-
ral iilesande (4)—(6) lahend wu allikafunktsiooni (7) korral rahuldab
16pptingimust (8) etteantud funktsiooniga .

PU1 piistitus on loomulik: etteantud z-st sdltuva funktsiooni 1)
alusel méiiratakse teist z-st soltuvat funktsiooni f. PU1 ja sellele
ldhedaste iilesannete kohta on avaldatud mitmeid teoreetilisi tule-
musi (vt [2, 5, 6, 7]). Naiteks eelduste ¢ € L (0,7, q(t) > go > 0
p. k. t € (0,7),12 ¢ € Ly(Q) ja o € HZ(Q) korral, kus

HE2(Q)={z€ H*Q) : z(x) =0, x € 90},
H?(Q) = {z € Ly(Q) : Zais Zogz; € Lo(Q) 1,5 =1,...,n},

eksisteerib iilesandel PU1 parajasti iiks lahend ruumis Lo () ([6]
Teoreem 3). Et tdestada siledama lahendi olemasolu, tuleb eeldada
ka andmete suuremat siledust. Naiteks tédiendavad eeldused 8%1-90 €
Ly(Q), a%i@/} € HZ(Q) garanteerivad, et %f € Ly(92) jne.

Niisuguses kontekstis on iilesandel PU 16pmata palju lahendeid,
sest lahendipaar (a, f) eksisteerib iga a € (0, 1) korral. Vimalus
itheselt méadrata nii o kui ka f tekib juhul, kui f on a priori piisavalt
sile, kuid ¢ ei ole liiga sile.

Et pohjendada seda viidet, vaatleme probleemi teisest vaatenur-
gast. Tolgendame funktsioonipaari [, f] kui sisendit ja funktsiooni
¥ kui véljundit. Arv o on parameeter. PU sisuks on sisendi tei-
se komponendi ja parameetri médramine véljundi pohjal. Valjund
on voimalik esitada kahe liidetava summana: v = 1, + ¢, kus
1Y, on sisendipaarile [¢, 0] vastav vdljund ja ja 1y on sisendipaarile
0, f] vastav véljund. Kui f on siledam kui ¢, siis ¢ on siledam
kui 1),. Suurte sageduste korral domineerivad véiksema sileduse-
ga funktsiooni 1), Fourier’ kordajad suurema siledusega funktsioo-
ni ¢y Fourier’ kordajate iile. Kui sagedus liheneb 16pmatusele, on
voimalik vijundikomponendist 1, eraldada vorrand parameetri o
jaoks.

1255, k. on lithend fraasist ”peaaegu kaikjal”.
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2 Vajalikud moisted ja abitulemused

Olgu Y Banachi ruum. Defineerime méned ruumid, mis sisaldavad
abstraktseid funktsioone 16igul [0, 7] véédrtustega ruumis Y. Abst-
raktsed Lebesgue’i ruumid on defineeritud jargmiselt:

Ly((0.7):Y) = {w : (0,7) > Y, Jwllp,omyv) =

1

- [/OT luw(t, )Pde] < oo},

1 <p<oo,
Loo((0, 7)) = {w : (0,7) =Y, Jullp.omyv)

:=esssup |Jw(t,)| < oo}
te(0,T)
Integraal fOTw(t,-)dt on nendes ruumides defineeritud Bochneri
mottes. Peale selle defineerime 16igul [0,7] antud abstraktsete pi-
devate funktsioonide ruumi C([0,T];Y) normiga |wl|c(o,1);v) =

t, ).
nax |w(t, )|

Jérgnevalt olgu X Hilberti ruum! ja toome sisse jirgmised
abstraktsete funktsioonide ruumid:

Hy((0,T); X) = {wl|or) : we Hy(R; X)}, p € (1,00), s >0,
HiR; X) = {w € Ly(R; X) + F P Fw € Ly(R; X)},

kus siimbol F tahistab Fourier’ teisendust argumendiga &, ja eral-
dame neist vilja alamruumid:

oH,((0,T); X) = {wl|,r) : we Hy(R; X), suppw C [0,00)},
p € (1,00), s > 0.

Erijuhul X = R kasutame lithendatud tdhistusviisi H;(0,7) ja

Ruumid Hy((0,7); X) on véimalik defineerida ka juhul, kui X on iildisemalt
Banachi ruum klassist H7 (vt [8], p. 216).
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Jérgnev lemma iitleb meile, et ruum oH,((0,T"); X) on murruli-
se integraaloperaatori I° kujutishulk ruumil L,((0,7); X) (toestus
asub [9], lk 28-29).

Lemma 1. Olgu s € (0,1) ja p € (1,00). Murruline integraalope-
raator I° (defineeritud wvalemiga (2)) on bijektsioon ruumist
Ly((0,T); X) ruumi oH,((0,T); X) ja tema poérdoperaator on Rie-
mann-Liowville’s murruline tuletis D® = &11=5.

Oluline vahend murruliste tuletistega diferentsiaalvorrandite
analiiiisimisel on Mittag-Leffleri funktsioonide pere. Uhe- ja kahe-
parameetrilised Mittag-Leffleri funktsioonid E, ja E, g on definee-
ritud valemitega

k

& P : = z
Eu(z) = k;o Tkt 42 Eop(2) = ];0 NGOk

Neist valemitest jireldub vahetult, et F,1 = E,. Juhul a > 0,
f > 0 on E,g taisfunktsioon. Juhul o € (0,1] on funktsioonid
Eo(—t) ja By o(—t) tiielikult monotoonsed poolldigul [0, 00) * (vt
[3]). Meil ldheb vaja ka jérgmist konvolutsioonivalemit:

/Ot(t — T)a_lEava(—)\(t — 7)) dr =

= D(1 = ) By ray (M%), £>0, 9)

mis kehtib juhul A e R, a > 0, v < 1 [3].
Funktsioonil E,(—t) on a € (0, 1) korral jirgmine asiimptootika

[3]:
1 1

Kuna E,(—t) on tokestatud poolldigul [0, 00), siis seosest (10) jérel-
dub, et leidub konstant ¢, nii, et

Ba(—t) < o <

<=2 >0 11
14+t~ t’ (11)

14Fun_kts_ioon f on taielikult monotoonne poolldigul [0, o), kui f € C*°[0, o)
ja (1) fD(t) >0,t€[0,00),7=0,1,2,...
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Siirdume niitid otsese iilesande (4)—(6) vaatlemise juurde. T&his-
tagu -] ja (-, ) ruumi Lo (€2) normi ja skalaarkorrutist. Defineerime

operaatori L = —s/A méiiramispiirkonnaga HZ(£) ruumis Lo(€2).
Olgu 0 < A1 < A2 < ... operaatori L omavéartused ja vy, vo, ...
omavéairtustele Ay, Ao, ... vastavad omafunktsioonid, mis on orto-

normeeritud ruumis L2(€2). On hésti teada, et funktsioonidejada
vk, k € N, moodustab baasi ruumis Ly (£2).

Niiiid oleme joudnud niikaugele, et saame defineerida ruumid,
milles me otsese iilesande (4)—(6) lahendit otsime. Nendeks ruumi-
deks on

U = {u € Ly((0,T); H2(Q)) N C([0,T); La()) :
u—u(0,-) € oH((0,T); L2(2))},

kus r € (1,00). Taolistesse ruumidesse kuuluv lahend on tugev
lahend.'® Toepoolest, seos u € L,((0,T); H3())) garanteerib, et
Au € L.((0,T); Lo(2)) ja tingimusest u — u(0,-) € oHY((0,T);
Ly(Q)) jareldub Lemma 1 pohjal, et D%(u — u(0,-)) € L,((0,7T);
L(92)). Peale selle voimaldab omadus u € C([0,T7]; L2(Q2)) késitleda
algtingimust (5).

Jargnevalt sonastame kaks lemmat ja iihe eelteoreemi, mille
toestused voib leida artiklist [4].

Lemma 2. Olgu ¢ € Ly(R2) ja Q € Loo((0,T); La(R2)). Siis omab
tilesanne (4)—(6) dhest lahendit hulgas |J Up.q.
re(1,%)

Olgu maérgitud, et tugeva lahendi olemasolu ruumi Lo (Q2) kuu-
luva algtingimuse ¢ korral on voimalik ténu sellele, et vorrandis
(4) esineva ajatuletise jérk v on iihest véiksem. Tavalisele, esimest
jarku ajatuletist sisaldavale difusioonivorrandile piistitatud péri-
pidiiilesande lahendi kdrgeimat jérku tuletised voivad ¢ € Lo(€2)

15Diferentsiaalvérrandi tugevaks lahendiks nimetatakse lahendit, mille korral
koik vorrandis esinevad lahendi tuletised kuuluvad mingisse Lebesgue’i ruumi,
mis on defineeritud vérrandi kehtivuspiirkonnas. Tegemist on pisut iildisema
moistega kui klassikaline lahend, mille korral noutakse vorrandis esinevate la-
hendi tuletiste pidevust.
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ja @ = 0 korral olla tugevalt singulaarsed punktis t = 0 ja tuge-
va lahendi garanteerimiseks tuleb eeldada algtingimuse suuremat
siledust.

Nagu sissejuhatuses mainitud, kasutame PU analiiiisimisel Fou-
rier’ meetodit. Rakendame seda meetodit kbigepealt otsesele iiles-
andele. Toome sisse jargmised tahised:

uk(t) = <u(t’ '>7Uk>7 Qk(t) = <Q(t7 ')vvk>> Pk = <§0,U}€>, ke N.

Eelteoreem 1. Eeldame, et ¢ € Lo(Q2), Q € Loo((0,7); L2(2)).
Olgu v € Uy o, kus r € (1,00), dlesande (4)—(6) lahend. Siis kuulu-
vad funktsiooni u Fourier’ kordajad uy, k € N, ruums

Z:{\r,a ={w e C0,T] : w—w(0) € ¢HX0,T)}
ja on jargmise tlesannetejada lahendid:
D*(ur — @i)(t) + Apuk(t) = Fi(t), t€(0,T), (12)

uk(0) = ¢, (13)
kus k € N ja Fy = I'™Qy € Loo(0,T).

Lemma 3.

(Ules:%\nde (12), (13) lahendi iithesus) Olgu ¢ = 0 ja Qr = 0. Kui
ur € Uy o, kus r € (1,00), on dlesande (12), (13) lahend, siis uj =
0.

(Ulesande (12), (13) lahendi olemasolu) Olgu Qx € Loo(0,T). Siis

omab dlesanne (12), (13) lahendit hulgas |J Uro C C[0,T]. See
re(1,00)
lahend avaldub valemiga

ug(t) = erEa(—At™) + /o (t —7)* 1 Eq0(—Ai(t — 7)) Fi(7)dr.
(14)
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Siinkohal sobib taas tuua paralleel tavalisele difusioonivorrandile
piistitatud otsese iilesandega, mille lahendi u Fourier’ kordaja wuy
rahuldab jargmist {ilesannet:

up(t) + Mpug(t) = Fi(t), t€(0,7), uk(0) = px,

ja teatavasti avaldub valemiga

t
up(t) = pre +/ e T B () dr
0

Esimest jarku tuletise asendamisel murrulise tuletisega asendub la-
hendivalemis esinev eksponentfunktsioon e ** Mittag-Leffleri
funktsioone sisaldavate avaldistega Eq(—Ait®) ja t¥ 1 Eq o —Ait®).

3 PU lahendi iithesus. Vérrand o jaoks

Toome sisse ka tdhised poordiilesandega seotud funktsioonide Fou-
rier’ kordajate jaoks:

fk:<fvvk>7 wk:<d}7vk>, k € N.

Eelteoreem 2. Olgu q € Loo(0,T) ja ¢ € Lo(QY). FEeldame, et
(o, f) € (0,1) x Lo(Q) on PU lahend. Siis kehtib iga k € N korral
jlrgmine seos:

T
i = oeBa(—MT®) + fi /0 Ea(~M(T — 7)%)q(r)dr.  (15)

Téestus. Lemma 2 pohjal omab péripidiiilesanne (4)—(6) parema
poolega kujul (7) tugevat lahendit u ja Eelteoreem 1 ning Lemma
2 pohjal avalduvad selle lahendi Fourier’ kordajad valemitega (14),
kus Fj, = I'~%[frq]. Votame seal t = T ja kasutame l6pptingimusest
(8) jarelduvat seost uy(T") = 5. Saame
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Vi = Lo (=M T)+

T
n / (T — 1) By a(=Ao(T — 7)) [ fuq] (r)dr, k€ N.
0

Teisendame paremal poolel olevat integraali murrulise integraali de-
finitsiooni, valemi (9) ja vorduse E, 1 = E, abil:

T

/0 (T — 1) B o AT — 7)) I 2 fig] (r)dr

= ' a-l —T) (r—s)* s)dsdr
—fk/()( PO B (- A(T / T =5) "~ (s)dsd

1—a

= fr /OT {/ST(T — 1) Ega(=A(T = 7)%) -

.(7' —s5)7®
'l - a)

= fi /OT [/OT_SCF =5 =) Baa(-M(T =5 = p)%)

—

dT] q(s)ds

-
'l —a)

T
= fk:/o Eq1(=M(T — 5)%)q(s)ds

dp] q(s)ds

T
i [ Bal-M(T = 5))als)ds
0
Sellega on (15) toestatud. O

Naaseme korraks sissejuhatuse 16puosas tehtud arutelu juurde.
Esimene liidetav vorduse (15) paremal poolel vordub funktsiooni
1, Fourier’ kordajaga ja teine liidetav vordub funktsiooni 1y Fou-
rier’ kordajaga. Meie iilesanne on néidata, et suure k£ korral domi-
neerib esimene liidetav teise iile. Et seda teha, on meil vaja tuua
sisse tdiendavaid moisteid ja eelnevalt uurida jargmist spetsiifilist
funktsiooni:
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Lemma 4. Tihistame Ty = e~ 7 =~ 0.561, kus v« ~ 0.577 on Euler-
Mascheroni konstant.

(a) Kui T > Ty, siis on funktsioon Ur rangelt kahanev vahemikus
(0,1) ja wr((0,1)) = (0,1).

(b) Kui 0 < T < T, siis leidub ap € (0,1) nii, et Y on rangelt
kasvav vahemikus (0, o) ja rangelt kahanev vahemikus (ap,1).

Téestus. Esitame funktsiooni I'(1 — o) Weierstrassi valemi abil:

(1 — =W||(1——) wn
(1—a)=e 11 —) e

millest logaritmimise ja diferentseerimisega saame
I'(1—a) =/ 1 1
2 )
'l -« n—a n

Kasutades seda valemit, avaldame

¥y () = r(a) [ o) - WT]= ~¥r(@)Qrt@).  (10)
kus
R ]

Vaatleme vorduse (16) paremal poolel olevaid tegureid. Iga o €
(0, 1) korral kehtib vorratus W («) > 0. Peale selle jareldame Qr(«)
valemist, et Qp rangelt kasvav vahemikus (0,1) ja lim+ Qr(a) =
a—0
Y« +InT, lim Qr(a) = +oo. Jarelikult juhul 7' > T, (ehk 7, +
a—1—
InT > 0) kehtib ¥/.(a)) < 0, @ € (0,1), ja véide (a) on tdestatud.
Juhul T" < T, (ehk 7. + InT < 0) leidub ap nii, et Qr(a) < 0
kui a € (0,ar) ja Qr(a) > 0 kui o € (ap,1). Rakendades neid
vorratusi valemis (16) toestame ka viite (b). O

Defineerime jargmised ruumi Lo(2) alamruumid:

X, ={z€ Ly : kli}rgo N (z,vp) =0}, kus ~>0.
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Funktsioonide Fourier’ kordajate astimptootikat eristame ruumi X,
kuuluvuse ja mittekuuluvuse alusel (nt f € X, kuid ¢ € Lo(Q2)\ X4
mingi v > 0 korral).

Kui ¢ € Ly(R2) \ X,, siis sisaldab jada /¢ alamjada, mille
elementide kaugus nullist on mingist positiivsest arvust suurem, st

El(ki>ieN7 €o >0 : hm k;, = 00, )\Z“Dkz’ >¢e9 VieN.
1—>00 v
Defineerime koigi taoliste alamjadade hulga funktsiooni ¢ € La(2)\
X, jaoks:
I%@ = { (ki)ieN : 11111 ki =00, 3 >0: )\Z|(,0kz| >e Vie N}
1—>00 v

Niitid oleme joudnud niikaugele, et saame formuleerida ja toesta-
da artikli pohiteoreemi.

Teoreem 1. Eeldame, et ¢ € Loo(0,T) ja ¢ € Lo(Q2) \ X, mingi

v > 0 korral. Siis kehtivad jargmised vdited.
(a) Kui (o, f) on PU lahend ruumis (0,1) x X.,, siis iga (ki)ien €
T, korral eksisteerib loplik piirvédrtus A = lim ———* Ak Uk, . Tao-

1—00 7
line piirvidrtus ei soltu alamjada (k;)ien valikust hulgas T, ,

ja kehtib vorrand Yr(a) = A.
(b) Kui T >T,, ¢ >0,
AT, T2) € (0,T), g0 >0 : q(t) > qo pk. te(Th,Ta) (17)
ja PU omab kahte lghendit (o, f) ja (a, f) ruumis (0,1) x X,

stisa=a ja f = f.

Toestus. Toestame viite (a). Olgu (e, f) € (0,1) x X, PU lahend.
Valime suvalise alamjada (k;)ien € Zy,,. Siis Jeg > 0: )\Zi|<pki| >
g0 Vi € N. Paneme kirja vorduse (15) indeksi k& = k; korral ja

Akquk'z o Wfk
ok My Ba (= A T%) 4 AL, Pk / My Bo(= Ak, (T =7)")q(7)dr
(18)
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Analiitisime eraldi esimest ja teist liidetavat valemi (18) paremal
poolel. Kasutades vorratust (11) tuletame

AL i
AL Pk,

T
/0 Mot Eal Ay (T — 1)) q(r)ldr| <

Mo fel (T ¢
< S < dr =
<t [ ol

caT gl 1.0
60( 1-— (l/)
Astimptootilise seose (10) abil saame vorduse (18) paremal poolel

oleva esimese litkme \g, Eqo (=g, T%) esitada kujul

= CMZJM—% kus () = (19)

1

Mo Ea(~MT7) = Wr(0) + O( 5

), kui i — oc. (20)

Minnes vorduses (18) piirile ¢ — oo ja kasutades seoseid (19), (20)

ning eeldust, et f € X, saame lim My Vky A, kus A = Up(a).
i—oo Pk

Sellest jarelduvad véited (a).

Toestame véite (b). Olgu T' > Ty, kehtigu (17) ja omagu PU
kahte lahendit (¢, f), (@, f) € (0,1) x X,. Lemma 4 pohjal on Up
rangelt kahanev 16igul (0,1). Seega @ = @ = ¥'(A). Tihistame
fr = {f,vx). Siis

" T
Ui = prpBa(=XNT7) + fk:/ Eo(=Ak(T —7)%)q(7)dr.
0

Lahutades selle avaldise vordusest (15), saame

B T
(fr — fk)/o Eo(=Me(T — 7)q(7)dr =0, k€ N.

Arvestades asjaolu, et E,(—t) > 0, t € (0,00), ja eeldust (17),

naeme, _ et
S Ba(=Me(T — 7)*)g(7)dr # 0, k € N. Seega fi, — fr, = 0, k € N,
millest jareldub, et f = f. Teoreem on toestatud. O
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Naiteks olgu n = 1, Q = (0,7) ja 2> = 1. Siis on operaatori L
omavéadrtused ja ortonormeeritud omafunktsioonid vastavalt A\, =
k% ja vp(z) = \/gsin kx, k € N. Valime algtingimuseks ¢ = 1.
Funktsiooni ¢ Fourier’ kordajad on

2\/5 . .
o = N kui k£ on paaritu
0 kui £ on paaris.

Seega ¢ € X, kui 0 < v < % jap & X, kui v > % Eeldustel

T > T, ja (17) on PU lahend iihene ruumis (0,1) x X 1. Suuruse «
2
madramiseks tuleb lahendada vorrand Up(«) = A parema poolega

A = lim A2i—1%2i—1
i—soo  Pi-1

Juhul 0 < T < T, ei ole PU lahendi ithesus garanteeritud, sest
Lemma 4 (b) pohjal v6ib vorrand ¥r(a) = A teatud A vaidrtuste
korral omada kahte lahendit.

Lopuks peatume veel iihel iihesusteoreemiga seotud aspektil.
Tingimus T' > T, sisaldab ajaiihikust s6ltumatut absoluutset kons-
tanti T, = e~ 7*. Tekib kiisimus: mis juhtub iilesandega, kui ajaiihi-
kut muudetakse?

Teostame vaadeldavas iilesandes muutuja vahetuse £ = bt, kus
b > 0. Siis saame vorranditest (4)—(8) jargmised avaldised:

D (a—)(t, ) = A, )+ 17Q(, x), z € Q, € (0,T), (21

)

4(0,2) = o(x), € Q, a(t,z)=0, z€d tec(0,T), (22)
)

)

Q(t,x) = () f (), (23
W(T,z) = ¢(z), z € Q, (24

kus a(t, ) = u(t, ), 4(t) = %q(t), [ = bT ja
5= b, (25)

Niiiid kaks kaks erinevat voimalust podrdiilesande piistitamiseks.
PU iimbervormistatuna mudelile (21)—(23) kolab jargmiselt: ette-
antud suuruste J, ¢, ¢ ja ¥ pohjal leida suurustepaar (c, f) nii,
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et otsese iilesande (21), (22) lahend allikafunktsiooni (23) korral ra-
huldab lisatingimust (24). Sellele iilesandele saab otseselt rakendada
Teoreemi 1. Piisavad tingimused lahendi iihesuse jaoks sisaldavad
vorratust 7' > T.,.

Teiseks paneme téhele, et uue kordaja > valem sisaldab tundma-
tut suurust a. Seetottu on pohjendatud formuleerida iilesanne hoo-
pis selliselt, et 5z asemel on teada algne kordaja sr. Tédpsemalt kolab
taoline iilesanne jargmiselt: etteantud suuruste s, b, ¢, ¢ ja 1) pohjal
leida suurustepaar (c, f) nii, et otsese iilesande (21), (22) lahend
allikafunktsiooni (23) ja kordaja (25) korral rahuldab tingimust
(24). Taoline poordillesanne on ekvivalentne esialgse iilesandega
PU. Uhesustingimused sisaldavad vorratust 7 > T, mis on ek-
vivalentne vorratusega T > bT.
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