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Elus tuleb sageli ette olukordi, millal tuleb otsustada kas jéatkata
vana voi uut moodi ehk valida status quo ja muutuse vahel. Muu-
tus aga on moistlik vaid juhul, kui see on otstarbekas ehk juhul, kui
vanad suhted enam ei toimi. Kuidas moota seda otstarbekust? Uhe
voimaluse selleks pakub Metropolise algoritm. Metropolis-Hastingsi
algoritmi rakendati esmakordselt 1953. aastal arvutamaks keemilis-
te thendite konfiguratsiooni muutusi. Need arvutused on publitsee-
ritud N. Metropolise teadusartiklis (Metropolis 1953).

Olgu meil k£ mingi aine molekul konfiguratsiooniga 6 = (61, 0,
..., 0k)T. Alternatiivseks positsiooniks olgu ¢ = (¢1, d2, ..., d)T.
Naiteks glitkoosi molekuli puhul oleksid need konfiguratsioonid ni-
medega ”tugitool”ja ”vann”. Kuidas arvutada iileminekut konfigu-
ratsioonist 6 konfiguratsiooni ¢? Artiklis (Metropolis, 1953) soovi-
tati jargmist meetodit modelleerimaks keeruliste keemiliste siistee-
mide muutusi:

1. Olgu alghetkel keemiliste iihendite konfiguratsioon 6° =
(60,60, .., 00T,

2. Allugu iileminek eelmisest konfiguratsioonist gi-t =
(9{71,9{1,...,9{1)T uude konfiguratsiooni ¢ = (o1, @2, ...,
¢r)T iihtlasele jaotusele.

3. Leida konfiguratsiooni muutusest tekkinud energia muut AFE.
Aktsepteerida eelmises punktis kirjeldatud konfiguratsiooni
muut toenaosusega

min{1, exp(—cAE)},

1
kus ¢ = e milles b tdhistab Boltzmanni konstanti ning T’

temperatuuri absoluutses (ehk Kelvini) skaalas. Kui muutus
toimus, siis 67 = ¢, vastasel juhul §7 = §7—1.
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46 Metropolise algoritm kui muutumise vajaduse kriteerium

4. Suurusele j omistatakse suurus j 4+ 1 ning minnakse tagasi
punkti 2 kuni on saavutatud koondumine.

Metropolise algoritm pohineb toepéra suhtel. See suhe avaldub
jargmiselt.

Olgu meil kaks valikut: Hy ja H;. Valik Hy tdhendagu no. status
quo otsust ja valik H; muutust. Nende téendosusteks olgu P(Hp)
ja P(Hy), kusjuures P(Hy)+ P(H;) = 1. Viiakse 14bi eksperiment,
mille kdigus toimus siindmus A. Saadi toepéra suhe

_ P(A| Hy)

LR = .
P(A | Ho)

Teeme tutvust toepéra suhte rakendusega iihe lihtsa néite baasil.

Naiide 1. Olgu kastis 8 detaili. Nende detailide kohta esitatakse
2 hiipoteesi:

1. Hy = "Detailide seas on 2 praakdetaili”;
2. Hy = "Detailide seas on 3 praakdetaili”.

Kastist voeti juhuslikult 3 detaili. Juhusliku katse tulemuseks saadi
stindmus

A = "Testitud detailidest osutus 1 praagiks ja 2 korras olevaks”.

Kuivord moéjutab katse tulemus D stindmuste Hy ja Hy toenédosusi?
Leiame toepéra suhte

C5C3
P(A| Hy) c:  2-15
P(A|Hy) CicZ  3-10

1.

Seega ei kalluta katse tulemus A eelistust ei Hy ega H; suunas.

Kasitleme jargnevalt siidmust A méotmistulemusena x = (1,
Z9, ..., Tp), mis on juhusliku suuruse X mingi realisatsioon. Olgu
selle juhusliku suuruse tihedusfunktsioon f(z). Siis téepédra suhe
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kus toepéarafunktsioonid on

L(x | Hy) = Hf(%‘ | Hy)

ning
L(x | Hy) = Hfl“z|Ho

Toepéra suhe leiab rakendust statistilise hiipoteeside kontrollimisel.
See rakendus pohineb Neyman-Pearsoni lemmal. Kuna tegemist on
olulise tulemusega statistilises analiiiisis, siis sonastame selle lemma
teoreemina.

Teoreem. (Neymann-Pearsoni lemma) Olgu meil hiipoteeside paar
H() 10 = (90,
H 1 - 0 = 91.

Siis toepédra suhte test, mis kummutab hiipoteesi Hy tingimusel

L(x|01)

IR=——1
L(x | 6o)

> 1,
kus

P(LR > 1| Hy) = 5,
on voimsaim statistiline test olulisuse nivool 3.

Vaatame lihemalt, kuidas leida teoreemis toodud konstanti [.
Osutub, et selle konstandi néol on tegemist vale otuse eest vastutuse
madraga. Defineerime jargmised stindmused:

e Siindmus A — tdene on hiipotees Hy;

e Siindmus A — tdene on hiipotees Hy;
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e Siindmus B — katsetulemus z sattus nullhiipoteesi piirkonda

Ho;

e Siindmus B — katsetulemus x sattus sisuka hiipoteesi piirkon-

da 7‘[1.

Olgu juhuslikul suurusel X kaks teadaolevat tinglikku tihedusfunkt-
siooni:

e fo(x) - tingimusel, et tdene on hiipotees Hy;
e fi(x) - tingimusel, et tGene on hiipotees H.

Siindmuste korrutistele AB ja AB vastab 6ige otsustus, korrutisele
AB vastab I liiki viga ning korrutis AB on seotud II liiki veaga.
Defineerime juhusliku suuruse C, mis iseloomustab valest otsusest
tingitud kahju mingis iithikus. Olgu

0, kui toimus AB voi AB,
C =< c¢1, kui toimus AB,
c2, kui toimus AB.

Juhusliku suuruse C' jaotus olgu jargmine: P(C' = 0) = py, P(C =
¢1) = p1 ning P(C = cg) = po. Téhistagem keskmist kahjumit kui
r. Seega

r = FE(C) = 0pg + c1p1 + cap2 = c1p1 + capo.

Eesmiirk on leida optimaalne otsustuse kriteerium, mille puhul kesk-
mine kahjum r oleks minimaalne. Avaldame I ja II liiki vea tegemise
toendosused (milledeks olgu vastavalt v1 ja 72) tinglike jaotustihe-
duste fo(z) ning f1(x) kaudu:

y1=P(B|A) = 5 fo(z)dz ja yo = P(B| A) = 5 fi(x)dx.

Jargnevalt avaldame téenésused p; ja p2 toendosuste 71 ja 2 ning
aprioorse toendosuse mo = P(Hp) kaudu. Saame

p1 = P(BA) = P(A)P(B | A) = mom
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ning

pe = P(@B) = P(A)P(B | A) = (1 — m)72.
Kui asendame saadud toendosused p; ning po keskmise kao vale-
misse, siis saame

r = moy1c1+(1—mo)y2c2 = mocy fo(z)dz+(1—mo)co fi(z)dz.
Hq Ho

Seega tuleb meil leida piirkonna H selline tiikeldus piirkondadeks
Ho ja Hi, et keskmine kahjum r oleks minimaalne.
Arvestades jaotustiheduse aditiivsuse omadust

/ fo(x)dx = fo(x)dx + fo(x)dx =1,
H Ho Hi

Saame

r =T (1 - fg(ﬂ&)dﬂC) + (1 —mo)ca fi(z)dx =
Ho Ho

moc1 + /H {(1 = mo)eafi(z) — moer o)}

Saadud avaldise vadrtus on minimaalne sellises nullhiipoteesi H
piirkonnas, mis minimiseerib integraali vorduse parema poole. Sel-
leks aga tuleb piirkonda Hg lugeda need ja ainult need z vaértused,
mille puhul méaédratud integraal on negatiivne. Selle negatiivsus on
garanteeritud, kui

(1 — 7T0)02f1<13) — Woclfo(]?) <0

bk fi()
1 (z Toc1
fom) T =)o (1)

Konstant [ suhtes (1) on seega jérgmine:

ToC1

= ————.
(1 — 7T0)CQ
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See konstant [ iseloomustab valest otsusest tingitud maksimaalset
lubatud kahju. Kui téepéra suhe on viiksem kui suurus [, siis oleme
sunnitud jadma nullhiipoteesi Hy (status quo) juurde. Vastasel juhul
aga loeme toestatuks sisuka hiipoteesi H; ehk muutuse.

Metropolise algoritm

Metropolise algoritmi voib kirja panna jargmiselt:

1. Olgu ajahetkel § = 1 algvidrtuseks 6°.

2. Genereerime uue véértuse ¢ toendosustiheduse ¢(6;—1) pohjal.

3. Leiame vastuvotmise toenédosuse

a(6°!, ¢) = min {1, q‘géj’_)l }

4. Genereerime juhusliku suuruse U, mis allub iihtlasele jao-
tusele 16igul [0;1]. Kui selle juhusliku suuruse vaartus u <
a0, ¢), siis votame vastu muutuse ehk 67 = ¢. Vastasel
korral jadb muutus vastu votmata ehk 67 = ¢7—1,

5. Omistame j := j 4+ 1 ning siirdume algoritmi teise punkti
juurde kuni on saavutatud koondumine.

Demonstreerime Metropolise algoritmi iithenduses Bayesi teo-
reemiga, mille vaide tuleneb klassikalisest Bayesi valemist. Selle
teoreemi kohaselt on posteriaalne jaotustihedus (ehk jireljaotus)
m(0) proportsionaalne toepéra funktsiooni ning eeljaotuse p tihe-
dusfunktsiooni korrutisega ehk

w(0) o< L(0)p(0).
Vaatame teist néidet.

Naiide 2. Mingit stindmust A katsetatakse soltumatult n korda.
Olgu juhuslik suurus X onnestunud katsete hulk ning tden&osus
P(A) = 0. Siis

P(X=xz)=0*(1-0)""".
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Parameetri 0 eeljaotuseks olgu beetajaotus Beta(a, 3). Rakendame
Metropolise algoritmi tdenéosusele §. Allugu muut Af normaaljao-
tusele keskvéidrtusega 0 ja standardhilbega o. Olgu esialgne para-
meeter 0, ning kavandatav parameeter 6, = 0. + Af. Siis saame
kirja panna jargmise algoritmi:

e Genereerime juhuslike arvude generaatoriga Af ~ N(0,0).
Votame kavandatavaks parameetriks 6, = 6. + Af.

e Moodustame kavandatava parameetri vastuvotmise toendosu-
se P(6,)
a(f.,0,) =min< 1, P/ A —
(0uty) =min {1, 22

:min{l P(X:x|9p)p(0p)} =
"P(X =z 0.)p(0e)

) o5 (1 — 0,)" " *Beta(, | o, B)
=min{ 1,
62(1 — 6.)"~*Beta(0. | a, )

— min {1 9;(1 B 9p>n_x93_1(1 o ep)ﬁ_l }
T02(1 — 0)rh2 (1 — 0,)81

e Genereerime juhuslike arvude generaatoriga 16igul [0; 1] iihtla-
se jaotusega juhusliku suuruse U. Aktsepteerime parameetri
vadrtust 0, kui u < a(f.,0p). Vastasel korral lilkkame kavan-
datud véairtuse tagasi ning jitkame vaiartusega 6.

Naites 2 toodud algoritmile saab leida mitmeid rakendusi:

e Populatsioonigeneetikas saab sellega uurida mingi geeni alleeli
sageduse diinaamikat.

e Siindmuste voo intensiivsuse ajalise muutuse modelleerimisel.

e Samuti saab selle niite algoritmiga modelleerida metsastuse
osakaalu muutust aastate 16ikes.
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Joonis 1. Raha muutus ajas parameetri a = 2 korral.

Naide 3. Niidet 3 voib nimetada resursside tekitamise ja kuluta-
mise diinaamikaks. Uurime iitht rahakogumise mudelit. Olgu meil
alghetkel mingi rahasumma vy. Vaatame seda alghetke kui null-
seisu ehk vy = 0. Allugu raha muut Av iihtlasele jaotusele 16igus
[—a;a]. Olgu iilemineku tuumaks (ingl. transitional kernel) stan-
dardsele normaaljaotusele vastav toendosus. Nende eelduste korral
saame rahahulga muutuse vasuvotmise kriteeriumiks

®(v; + Au) + 0.5
d(v;)) +05 [’

Oé('Ui, Ui-f—l) = min {17

i=0,1,...,n.
Genereerime taas juhusliku suuruse U, mis allub iihtlasele jaotusele
16igus [0; 1]. Kui u < a(vj, viy1), siis vi+1 = v; + Av. Vastasel juhul
Vit1 = Vj.
Raha muutumise iiht véimalikku diinaamikat voib néiha joonisel
1. Ndiite 3 puhul on tegemist juhuga, mille puhul rahahulk pigem

kasvab, kuid eksisteerib risk oma kasum maha méngida. Mida suu-
rem on rahahulk, seda suuremaks muutub ka raha kulutamine.
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