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Sissejuhatus

2001. aastal néitasid O. NYGAARD ja D. WERNER (vt [15]), et
mis tahes I6pmatumoéotmelises iihtlases algebras on iihikkera iga
mittetiihja suhteliselt norgalt lahtise alamhulga diameeter kaks.
Kui Banachi ruumil on selline omadus, siis deldakse, et tal on
diameeter-2 omadus. Diameeter-2 omadusega on néiteks Daugaveti
omadusega Banachi ruumid (vt [16]), 16pmatumootmelised C*-
algebrad (vt [4]) ja mitterefleksiivsed Banachi ruumid, mis on M-
ideaalid oma teises kaasruumis (vt [14]).

Suhteliselt nérgalt lahtise alamhulga erijuhuks on viil, kusjuures
on teada, et iihikkera iga mittetiihi suhteliselt nérgalt lahtine
alamhulk sisaldab teatud viilude kumerat kombinatsiooni. Seda
asjaolu silmas pidades vaatlevad T. A. ABRAHAMSEN, V. LiMA
ja O. Nygaard artiklis [2] diameeter-2 omaduse korval selle kahte
erinevat versiooni — tugevat diameeter-2 omadust ja lokaalset
diameeter-2 omadust. Jargnevas annamegi lithiiilevaate vaitekirjas
[13] késitletatud diameeter-2 omaduste peamistest uurimissuunda-
dest.

1. Viilud ja diameeter-2 omadused

Olgu edaspidi X mittetriviaalne Banachi ruum iile reaalarvude
korpuse. Stimbolitega Bx ja Sx tdhistame vastavalt selle ruumi
kinnist tihikkera ja iihiksfaédri. Ruumi X kaasruumi jaoks kasutame
tahist X*.

!Johann Langemets on 2015. a. Arnold Humala preemia laureaat.
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Definitsioon. Uhikkera viiluks nimetatakse hulka kujul
S(z*,a) ={x € Bx: 2%(x) > 1 — a},

kus z* € Sx« ja a > 0.

Paneme téhele, et viil on {ihikkera Bx 16ige lahtise poolruumiga
{z € X:2"(x) > 1 — a}. Seega on viil alati suhteliselt norgalt
lahtine alamhulk.

Viilude kumera kombinatsiooni all méeldakse hulka kujul

i )\ZS(JC:(, ai),
i=1

kus n € N ja Aq,..., A\, > 0 on sellised, et ;" ; \; = 1. Erinevalt
viilust ei tarvitse viilude kumer kombinatsioon olla alati suhteliselt
norgalt lahtine alamhulk. Samas on teada, et iga mittetiihi iihikkera
suhteliselt norgalt lahtine alamhulk sisaldab mingit viilude kumerat
kombinatsiooni (vt nt [8]).

Norra matemaatikud T. A. Abrahamsen, V. Lima ja O. Nygaard
t6id artiklis [2] sisse jargmised diameeter-2 omadused:

Definitsioon. Banachi ruumil X on

e lokaalne diameeter-2 omadus (LD2P), kui iga Bx viilu dia-
meeter on 2;

e diameeter-2 omadus (D2P), kui iga 16pliku arvu By viilude
mittetiihja iihisosa diameeter on 2;

o tugev diameeter-2 omadus (SD2P), kui iga 16pliku arvu Bx
viilude kumera kombinatsiooni diameeter on 2.

Eelneva pohjal on selge, et SD2P = D2P ja D2P = LD2P.
Osutub, et paljudel klassikalistel Banachi ruumidel on isegi tugev
diameeter-2 omadus.

Naide 1.

e Ruumidel ¢, 4, C[0,1], L1]0,1] ja Ls[0,1] on tugev dia-
meeter-2 omadus.
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e Refleksiivsetel ruumidel (nt ¢, kus 1 < p < o0) ei ole
isegi lokaalset diameeter-2 omadust, sest neis ruumides leidub
kui tahes viikese diameetriga viile. Samal pohjusel ei ole ka
ruumil ¢; lokaalset diameeter-2 omadust.

Artiklis [2] piistitati hiipotees, et need kolm diameeter-2
omadust on iildiselt iiksteisest erinevad. Hispaania matemaatikud
J. BECERRA GUERRERO, G. LOPEzZ PEREZ ja A. RUEDA ZOCA
toestasid oma artiklis [5], et leidub Banachi ruum, millel on
LD2P, aga ei ole D2P. Omaduste D2P ja SD2P erinevus toestati
soltumatult artiklites [10] ja [3]. Tdpsemalt, varasemast oli teada,
et D2P omadus kandub liidetavatelt iile £,-summale iga 1 < p < oo
korral (vt [2]). Teisalt, kui 1 < p < oo, siis Banachi ruumide ¢,-
summal ei ole kunagi tugevat diameeter-2 omadust:

Teoreem 1 ([10]). Olgu X jaY Banachi ruumid ning 1 < p < oo.
Siis Banacht ruumil X @, Y ei ole tugevat diameeter-2 omadust.

Jareldus 2. Banachi ruumil cog Po cg on diameeter-2 omadus, aga
pole tugevat diameeter-2 omadust.

2. Oktaeedrilised normid

1989. aastal vottis Prantsuse matemaatik G. GODEFROY (vt
[9]) kasutusele oktaeedrilise normi moiste, et kirjeldada Banachi
ruume, mis sisaldavad isomorfselt ruumi #;. Selle moiste korval
vaatleme ka kaht nérgemat versiooni.

Definitsioon. Banachi ruum X on
o lokaalselt oktaeedriline (LOH), kui iga x € Sx ja € > 0 jaoks
leidub y € Sx nii, et

[z +yl] =2 =&

e norgalt oktaeedriline (WOH), kui igan € N, x1,...,x, € Sx
ja ¥ € Sy» jaoks leidub y € Sx nii, et iga ¢ ja t > 0 korral

i +tyll = (1 = &) (2" ()| + 1);

Eesti Matemaatika Selts ~ AR 2013-2016 Autorioigus EMS, 2017



82 JOHANN LANGEMETS

e oktaeedriline (OH), kui igan € N, z1,...,2, € Sx jae >0
jaoks leidub y € Sx nii, et iga ¢ korral

lzi +yll =2 —e.

Definitsioonist on selge, et OH = WOH ja WOH = LOH.
Niide 2.

e Ruumid ¢, CI0,1], L1[0,1] ja L]0, 1] on oktaeedrilised.

e Ruumid ¢p ja ¢p, kus 1 < p < oo, ei ole lokaalselt
oktaeedrilised.

Artiklitest [9] ja [6] saame teada, et Banachi ruumil on tugev
diameeter-2 omadus parajasti siis, kui tema kaasruum on oktaeed-
riline. Varasemast oli teada ka, et lokaalse diameeter-2 omadusega
ruumi kaasruum on lokaalselt oktaeedriline (vt nt [7]). Diameeter-
2 omadusega ruumide kaasruumide kirjeldus onnestus meil anda
artiklis [11].

Teoreem ([3]). Banachi ruumil on diameeter-2 omadus parajasti
suis, kut tema kaasruum on norgalt oktaeedriline.

3. Ruudu omadused

D. KuBiAK (vt [12]) mérkas esimesena, et kui Banachi ruumil
on mingi ruudu omadus, siis on sellel ruumil ka vastav diameeter-2
omadus. Ruudu omaduste terminoloogia sai sisse toodud ja uuritud
artiklis [1].

Definitsioon. Banachi ruum X on
e lokaalse ruudu omadusega (LASQ), kui iga = € Sx jaoks
leidub jada (yx) C Sx nii, et

lz £yl =1 (k—=o00);
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e norga ruudu omadusega (WASQ), kui iga x € Sy jaoks leidub
jada (yi) C Sx nii, et

lz£yell =1 ja g =0 (k—=00);

e ruudu omadusega (ASQ), kui iga n € N ja x1,...,2, € Sx
jaoks leidub jada (yx) C Sx nii, et iga @ korral

lzi + yrll —1  (k—=00).

Definitsioonist on selge, et WASQ = LASQ. Osutub, et kehtib
ka implikatsioon ASQ = WASQ, kuid see pole nii ilmne:

Teoreem 5. Kui Banachi ruum on ruudu omadusega, siis ta on
ka norga ruudu omadusega.

Naiide 3.
e Ruum ¢y on ruudu omadusega.

e Ruum L0, 1] on norga ruudu omadusega, kuid ei ole ruudu
omadusega.

e Ruumid C[0,1], L[0,1] ja £y, kus 1 < p < 00, ei ole lokaalse
ruudu omadusega.

Artikli [1] iiks pohitulemustest kirjeldab &dra terve klassi ruume,
mis on ruudu omadusega:

Teoreem 6. Mittereficksiivsed Banachi ruumid, mis on M -ideaalid
oma teises kaasruumis, on ruudu omadusega.

Siinkohal tahaksime dra mainida ka artiklis [1] pustitatud kaks
lahtist kiisimust, millele pole ténaseni veel vastuseid teada:

Kiisimus 1. Kas on olemas Banachi ruum, mis on LASQ), aga ei
ole WASQ?

Kiisimus 2. Kas on olemas kaasruum, mis on ASQ?
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Ulevaade tulemustest

Eelnevalt defineeritud geomeetriliste omaduste omavaheline va-
hekord on kujutatud jargmisel skeemil:

X on ASQ jg WASQ ; LASQ
#y "ty o

X on SD2P jg D2P jg LD2P
3 3 (3

X* on OH j; WOH @ LOH

Eesti Matemaatika Selts ~ AR 2013-2016 Autorioigus EMS, 2017



Diameeter-2 omadusega Banachi ruumid

85

Jargmisesse tabelisse on koondatud eelmainitud omaduste olu-
lisemad stabiilsustulemused.

Stabiilsus £,-summadel

X@Y X, Y P Viited
X jaY LD2P 1<p<
LD2P ) P=2% 119, 3]
X voi Y LD2P P = 00
XjaY D2P | 1<
D2P e L= 1), 13
X voi Y D2P p =00
X jaY SD2P =1
SD2P Ja P 2], [3]
X voi Y SD2P p =00
X jaY LAS 1<p<
LASQ J Q P=21
X voi Y LASQ P =00
X ja'Y WAS 1<p<
wAsqQ =2 Q P21 n
X voi Y WASQ P =00
ASQ | X voiY ASQ | p=oo 1]
X voi Y LOH =1
LOH voi ¥ LO L 1]
X jaY LOH l<p<
X voi Y WOH =1
WOH vol P 1]
X jaY WOH l<p<<
X voi Y OH =1
OH Vol b 1]
X jaY OH P =00

Ulalolevast tabelist loeme niiteks, et X @p Y on omadusega
LD2P niipea kui ruumidel X ja Y on LD2P ja p on selline, et

1 <p<oo.

Lopetuseks soovib autor mainida Eesti Haridus- ja Teadusmi-
nisteeriumi institutsionaalset uurimistoetust IUT20-57.
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