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Sissejuhatus

Paljud matemaatika, füüsika ja teiste teadusalade probleemid
on formuleeritavad rajaülesannete kujul. Vaatleme harilikku teist
järku diferentsiaalvõrrandi rajaülesannet

y′′(x) + p(x)y′(x) + q(x)y(x) = f(x), x ∈ (a, b),

y(a) = α, y(b) = β.

Eeldame, et ülesandel on olemas lahend, mis on piisava siledusega
ja p, q, f on pidevad ning q(x) 6 q < 0, x ∈ (a, b). Sellisel
juhul on lahend ühene. Traditsioonilised meetodid rajaülesannete
lahendamiseks on võrgumeetod, mis annab ainult diskreetse la-
hendi [1, 2], ja kollokatsioonimeetod polünomiaalsete splainidega.
Polünomiaalsed m-järku splainid (defektiga k) on tükiti polü-
nomiaalsed funktsioonid, mis igas vaadeldava lõigu osalõigus on
ülimalt m-astme polünoomid, kuid tervikuna moodustavad nõutava
siledusega funktsiooni ehk on kogu lõigus m−k korda pidevalt dife-
rentseeruvad. Termin splain, mida tutvustas esmalt Schoenberg
aastal 1946 [11] tuleneb inglisekeelsest sõnast spline, mis tähendab
elastset varrast, mida kasutati siledate kõverate joonestamisel läbi
antud punktide.

Rajaülesande lahendamist ruut-ja kuupsplainidega kollokat-
sioonimeetodil on uurinud mitmed autorid. On teada, et ruut-
ja kuupsplainide korral põhineb kollokatsioonimeetodi koonduvus-
kiiruse O(h2) tõestus interpoleerimise super-koonduvusel [7, 10].
Klassikalises interpoleerimisülesandes on antud sõlmed ja neile
vastavad funktsiooni väärtused xi, f(xi), i = 1, . . . , n, ning tuleb
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Rajaülesannete lahendamine 73

taastada funktsioon f . Interpolatsiooniülesandes ruutsplainidega
on antud funktsioon y : [a, b] → R ja väärtused ȳi, i = 1, . . . , n,
sõlmedes ξi = (xi−1 + xi)/2, i = 1, . . . , n. Splaini S parameetrite
määramiseks nõutakse, et S(ξi) = ȳi, i = 1, . . . , n. Lisatakse
lõigu otspunktidega seotud tingimused S(a) = α1, S(b) = α2

või S′(a) = α1, S
′(b) = α2. Kuupsplainidega interpolatsioo-

niülesandes on antud sõlmedes xi, i = 0, . . . , n, väärtused yi,
i = 0, . . . , n, ning otsitakse splaini S, mis rahuldaks tingimusi
S(xi) = yi, i = 0, . . . , n. Lisatakse ka S(a) = α1, S(b) = α2

või S′(a) = α1, S
′(b) = α2. Peale koonduvuskiiruse on interpo-

leerimise korral teada, et ratsionaalsplainid lähendavad mõningaid
funktsioone paremini kui polünomiaalsed splainid [9]. Sellepärast
võivad ratsionaalsplainid anda ka mõnedes rajaülesannetes pa-
remaid tulemusi. Järgnevalt tutvustame doktoritöö [5] tulemusi.
Töö põhiprobleemiks on rajaülesande lahendamine lineaar/lineaar
ja ruut/lineaar ratsionaalsplainidega kollokatsiooni-meetodil ning
nende meetodite võrdlemine hästi uuritud ruut-ja kuupsplainidega
kollokatsioonimeetoditega.

Lineaar/lineaar ratsionaalsplainidega
kollokatsioonimeetod

Vaatleme ühtlase jaotusega lõiku [a, b] punktidega xi = a + ih,
i = 0, . . . , n, h = (b − a)/n, n ∈ N. Defineerime ka punktid ξi =
xi−1 + h/2, i = 1, . . . , n.

Lineaar/lineaar ratsionaalsplain on funktsioon S ∈ C1[a, b]
kujul

S(x) = ai +
ci(x − ξi)

1 + di(x − ξi)
, x ∈ [xi−1, xi],

kus 1 + di(x − ξi) > 0. Saab anda ka esituse üldisemalt

S(x) =
âi + b̂ix

ĉi + d̂ix
,

kus ĉi + d̂ix < 0 või ĉi + d̂ix > 0, x ∈ [xi−1, xi].
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Kollokatsioonimeetodis nõuame, et splain S rahuldaks diferent-
siaalvõrrandit punktides ξi ja lisaks rajatingimusi

S′′(ξi) + p(ξi)S
′(ξi) + q(ξi)S(ξi) = f(ξi), i = 1, . . . , n,

S(a) = α, S(b) = β.

Lisame nõudest S ∈ C1[a, b] tulevad splaini sisestruktuuri kirjelda-
vad võrrandid ja jõuame mittelineaarse võrrandisüsteemini splaini
parameetrite määramiseks, mille lahendamiseks sobivad harilik
iteratsioonimeetod, Gauss-Seideli või Newtoni meetod. Võrdluseks
võib tuua, et ruutsplainidega kollokatsioonimeetod on olemuselt
lineaarne, sest see viib splaini kordajate määramiseni lineaarsest
süsteemist. Kuna lineaar/lineaar ratsionaalsplain on monotoonne,
siis on mõtet rajaülesannet selliste splainidega ligikaudselt lahen-
dada vaid siis, kui on teada, et rajaülesande täpne lahend on sama
omadusega.

Kollokatsioonimeetodi uurimiseks näidatakse doktoritöös kõige-
pealt, et interpoleeriva lineaar/lineaar ratsionaalsplaini S ja piisa-
valt sileda funktsiooni y jaoks, mille korral y′(x) > 0, x ∈ [a, b],
tekib superkoondumine punktides xi: S(xi) = y(xi) + O(h4),
i = 0, . . . , n. Tõestatakse ka superkoondumine splaini S esimeste
tuletiste jaoks S′(x) = y′(x) + O(h3) punktides x = ξi + th,
t = ±

√
3/6, i = 1, . . . , n, ning samuti näidatakse, et teiste

tuletiste jaoks kehtib S′′(ξi) = y′′(ξi) + O(h2), i = 1, . . . , n. Saadud
tulemused on avaldatud artiklis [3]. Lineaar/lineaar ratsionaalsplai-
nidega interpolatsiooniülesande esitus on sama nagu ruutsplai-
nidega. Varasemast on teada tulemused ruutsplainidega meetodi
superkoondumise kohta. Need leiavad aset samades punktides nagu
lineaar/lineaar ratsionaalsplainide korral [8]. Samuti on varasemalt
tõestatud interpoleeriva lineaar/lineaar ratsionaalsplaini olemasolu
ja ühesus ning et see säilitab geomeetrilisi omadusi nagu monotoon-
sus [9].

Doktoritöös analüüsitakse ratsionaalsplaini parameetreid mää-
ravat mitte-lineaarset võrrandisüsteemi ning tõestatakse lineaar/-
lineaar ratsionaalsplainidega kollokatsioonimeetodi korral Bohl-
Brouweri püsipunkti printsiipi kasutades lahendi olemasolu. Tege-
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mist on O(h2) koondumisega ja kehtivad hinnangud, kus on välja
eraldatud pealiige, mis kajastab sõltuvust diferentsiaalvõrrandi ja
rajatingimuste kordajatest

∥S − y∥∞ 6

h2

24
max
16i6n

∣∣∣
yIV − py

′′′ − 6y′′′y′′
y′ + 6 (y′′)3

(y′)2 + 3
2p (y′′)2

y′

q
(ξi)

∣∣∣ + o(h2),

∥S′ − y′∥∞ = O(h2) ja ∥S′′ − y′′∥∞ = O(h). Võrdluseks on
varasemast teada (vt [10]) ruutsplainide korral kehtiv

∥S − y∥∞ 6
h2

24
max
16i6n

∣∣∣y
IV − py

′′′

q
(ξi)

∣∣∣ + o(h2).

Märgime veel, et doktoritööst leiab mitu erinevat esitust li-
neaar/lineaar ratsionaalsplainidele ning tõestustes kasutatakse
splaini esitust splaini väärtuste Si = S(xi), i = 0, . . . , n, S̄i = S(ξi),
i = 1, . . . , n, kaudu kujul

S(x) = S̄i +
4(Si − S̄i)(S̄i − Si−1)(x − ξi)

h(Si − Si−1) + 2((S̄i − Si−1) − (Si − S̄i))(x − ξi)
,

x ∈ [xi−1, xi].

Saadud tulemused lineaar/lineaar ratsionaalsplainidega kollokat-
sioonimeetodi kohta on avaldatud artiklis [6]

Ruut/lineaar ratsionaalsplainidega
kollokatsioonimeetod

Vaatleme ühtlase jaotusega lõiku [a, b] punktidega xi = a + ih,
i = 0, . . . , n, h = (b − a)/n, n ∈ N. Ruut/lineaar ratsionaalsplain
on funktsioon S ∈ C2[a, b], millel on igas osalõigus kuju

S(x) = ai + bi(x − xi−1) +
ci

1 + di(x − xi−1)
, x ∈ [xi−1, xi],
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kus 1 + di(x − xi−1) > 0. Üldisemalt saab sellele splainile anda
esituse ka viie parameetri abil

S(x) =
âi + b̂ix + ĉix

2

d̂i + êix
, x ∈ [xi−1, xi],

kus d̂i + êix < 0 või d̂i + êix > 0. Ruut/lineaar ratsionaalsplain
S (või −S) on kumer lõigus [a, b], seega on mõtet rajaülesannet
selliste splainidega ligikaudselt lahendada vaid siis, kui on teada, et
rajaülesande täpne lahend on sama omadusega.

Kollokatsioonimeetodis nõutakse, et splain S rahuldaks diferent-
siaalvõrrandit punktides xi ning rajatingimusi vastavalt

S′′(xi) + p(xi)S
′(xi) + q(xi)S(xi) = f(xi), i = 0, . . . , n,

S(a) = α, S(b) = β.

Need võrrandid moodustavad koos splaini sisestruktuuri kirjelda-
vate võrranditega jällegi mittelineaarse võrrandisüsteemi splaini
parameetrite määramiseks.

Ruut/lineaar ratsionaalsplainidega kollokatsioonimeetodi uuri-
miseks alustatakse uurimist interpolatsiooniülesandest, mis on sa-
ma nagu kuupsplainidega. Eeldades, et y′′(x) > 0, x ∈ [a, b],
on saadud superkoonduvuse tulemused interpoleeriva ruut/lineaar
ratsionaalsplainide ja piisavalt sileda funktsiooni y jaoks S′(x) =
y′(x) + O(h4), punktides x = xi, i = 0, . . . , n, ja x = (xi−1 + xi)/2,
i = 1, . . . , n, S′′(x) = y′′(x) + O(h3) punktides x = xi + th,
kus t = (3 ±

√
3)/6, i = 0, . . . , n, ja S′′′(x) = y′′′(x) + O(h2),

kus x = (xi−1 + xi)/2, i = 1, . . . , n. Punktid on samad nagu
kuupsplainide korral [12] Saadud tulemused on avaldatud artiklis
[4].

Tõestuste jaoks on splain viidud esitusele väärtuste S(xi) = Si,
i = 0, . . . , n, ja teiste momentide S′′(xi) = Mi, i = 0, . . . , n, kaudu.
Kasutades tulemusi superkoondumisest interpoleerimisel ning

Eesti Matemaatika Selts AR 2013-2016 Autoriõigus EMS, 2017
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Bohl-Brouweri püsipunkti printsiipi saab näidata lähislahendi S
olemasolu ning

∥S − y∥∞ 6
h2

12
max

16i6n−1

∣∣∣
yIV − 4

3

(y′′′)2

y′′

q
(xi)

∣∣∣ + o(h2).

Samuti kehtivad ∥S′ − y′∥∞ = O(h2) ja ∥S′′ − y′′∥∞ = O(h2). Siin
on võimalik tulemusi võrrelda kuupsplain-kollokatsioonimeetodiga
([10])

∥S − y∥∞ 6
h2

12
max

16i6n−1

∣∣∣y
IV

q
(xi)

∣∣∣ + o(h2).

Arvuliste katsete tulemused nii interpolatsiooni- kui rajaüles-
ande jaoks on kooskõlas töös toodud teoreetilistega. On võetud
lihtne funktsioon ning näidatud, et selle korral annavad ratsio-
naalsplainid võrreldes ruut- ja kuupsplainidega paremaid tulemusi.
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