Rajaiilesannete lahendamine
ratsionaalsplainidega kollokatsioonimeetodil
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Eesti Maaidilikool

Sissejuhatus

Paljud matemaatika, fiiiisika ja teiste teadusalade probleemid
on formuleeritavad rajaiilesannete kujul. Vaatleme harilikku teist
jarku diferentsiaalvorrandi rajaiilesannet

y'(x) + p(x)y' (x) + q(x)y(z) = f(z), =€ (a,b),

yla) = o, y(b) =B.

Eeldame, et iilesandel on olemas lahend, mis on piisava siledusega
ja p, q, f on pidevad ning ¢(z) < ¢ < 0, x € (a,b). Sellisel
juhul on lahend iihene. Traditsioonilised meetodid rajaiilesannete
lahendamiseks on vérgumeetod, mis annab ainult diskreetse la-
hendi [1, 2], ja kollokatsioonimeetod poliinomiaalsete splainidega.
Poliinomiaalsed m-jiarku splainid (defektiga k) on tiikiti polii-
nomiaalsed funktsioonid, mis igas vaadeldava lo6igu osaldigus on
iilimalt m-astme poliinoomid, kuid tervikuna moodustavad néutava
siledusega funktsiooni ehk on kogu l6igus m — k korda pidevalt dife-
rentseeruvad. Termin splain, mida tutvustas esmalt SCHOENBERG
aastal 1946 [11] tuleneb inglisekeelsest sonast spline, mis tdhendab
elastset varrast, mida kasutati siledate koverate joonestamisel 1abi
antud punktide.

Rajaiilesande lahendamist ruut-ja kuupsplainidega kollokat-
sioonimeetodil on uurinud mitmed autorid. On teada, et ruut-
ja kuupsplainide korral pohineb kollokatsioonimeetodi koonduvus-
kiiruse O(h?) toestus interpoleerimise super-koonduvusel [7, 10].
Klassikalises interpoleerimisiilesandes on antud sélmed ja neile
vastavad funktsiooni véértused z;, f(z;), @ = 1,...,n, ning tuleb
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taastada funktsioon f. Interpolatsiooniiilesandes ruutsplainidega

on antud funktsioon y : [a,b] — R ja viédrtused g;, i = 1,...,n,
solmedes & = (x;—1 + x;)/2, i = 1,...,n. Splaini S parameetrite
médramiseks noutakse, et S(§) = @i, ¢ = 1,...,n. Lisatakse
16igu otspunktidega seotud tingimused S(a) = ag, S(b) = o
voi S'(a) = «1,5(b) = 3. Kuupsplainidega interpolatsioo-
niiilesandes on antud solmedes xz;, ¢ = 0,...,n, vadrtused y;,
i = 0,...,n, ning otsitakse splaini S, mis rahuldaks tingimusi
S(xi) = yi, © = 0,...,n. Lisatakse ka S(a) = a1,5(b) = a2
voi S’(a) = a1,5'(b) = ag. Peale koonduvuskiiruse on interpo-

leerimise korral teada, et ratsionaalsplainid ldhendavad moningaid
funktsioone paremini kui poliinomiaalsed splainid [9]. Sellepérast
voivad ratsionaalsplainid anda ka monedes rajaiilesannetes pa-
remaid tulemusi. Jérgnevalt tutvustame doktorité6 [5] tulemusi.
T66 pohiprobleemiks on rajaiilesande lahendamine lineaar/lineaar
ja ruut/lineaar ratsionaalsplainidega kollokatsiooni-meetodil ning
nende meetodite vordlemine hésti uuritud ruut-ja kuupsplainidega
kollokatsioonimeetoditega.

Lineaar/lineaar ratsionaalsplainidega
kollokatsioonimeetod

Vaatleme iihtlase jaotusega 16iku [a, b] punktidega x; = a + ih,
i=20,...,n, h = (b—a)/n, n € N. Defineerime ka punktid ¢ =
xic1+h/2,i=1,...,n.

Lineaar/lineaar ratsionaalsplain on funktsioon S € C'[a,b]
kujul

ci(z — &)
S(z =a;,+—7 —<, TE|Ti-1,%i,
(=) 1+di(z — &) i1, i
kus 1+ d;(z — &;) > 0. Saab anda ka esituse iildisemalt
i + bi
S(a:) _ a; + 2 x’
¢+ dix

kus é + czzx < 0 voi ¢ + czzx >0, z € [zi_1, ;.
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Kollokatsioonimeetodis nouame, et splain S rahuldaks diferent-
siaalvorrandit punktides &; ja lisaks rajatingimusi

S"(&) +p(&)S' (&) + q(&)S(&) = f(&), i=1,...,n,
S(a) =a, S(b) =p.

Lisame néudest S € C'[a, b] tulevad splaini sisestruktuuri kirjelda-
vad vorrandid ja jouame mittelineaarse vorrandisiisteemini splaini
parameetrite mé#dramiseks, mille lahendamiseks sobivad harilik
iteratsioonimeetod, Gauss-Seideli voi Newtoni meetod. Vordluseks
voib tuua, et ruutsplainidega kollokatsioonimeetod on olemuselt
lineaarne, sest see viib splaini kordajate mééramiseni lineaarsest
siisteemist. Kuna lineaar/lineaar ratsionaalsplain on monotoonne,
siis on motet rajaiilesannet selliste splainidega ligikaudselt lahen-
dada vaid siis, kui on teada, et rajaiilesande tdpne lahend on sama
omadusega.

Kollokatsioonimeetodi uurimiseks nédidatakse doktorit6os koige-
pealt, et interpoleeriva lineaar/lineaar ratsionaalsplaini S ja piisa-
valt sileda funktsiooni y jaoks, mille korral ¢/'(z) > 0, x € [a,b],
tekib superkoondumine punktides z;: S(z;) = wy(x;) + O(h),
1 = 0,...,n. Toestatakse ka superkoondumine splaini S esimeste
tuletiste jaoks S'(z) = y'(z) + O(h®) punktides x = & + th,
t = i\/§/6, ¢ = 1,...,n, ning samuti néidatakse, et teiste
tuletiste jaoks kehtib S”(&;) = y”(&) + O(h?), i = 1,...,n. Saadud
tulemused on avaldatud artiklis [3]. Lineaar/lineaar ratsionaalsplai-
nidega interpolatsiooniiilesande esitus on sama nagu ruutsplai-
nidega. Varasemast on teada tulemused ruutsplainidega meetodi
superkoondumise kohta. Need leiavad aset samades punktides nagu
lineaar/lineaar ratsionaalsplainide korral [8]. Samuti on varasemalt
toestatud interpoleeriva lineaar/lineaar ratsionaalsplaini olemasolu
ja ithesus ning et see séilitab geomeetrilisi omadusi nagu monotoon-
sus [9].

Doktoritoos analiiiisitakse ratsionaalsplaini parameetreid mééa-
ravat mitte-lineaarset vorrandisiisteemi ning toestatakse lineaar /-
lineaar ratsionaalsplainidega kollokatsioonimeetodi korral Bohl-
Brouweri piisipunkti printsiipi kasutades lahendi olemasolu. Tege-
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mist on O(h?) koondumisega ja kehtivad hinnangud, kus on vilja
eraldatud pealiige, mis kajastab soltuvust diferentsiaalvorrandi ja
rajatingimuste kordajatest

19 = yllos <
IV " yllly// (y//)3 3 (y//)Z
h? v —py — 65— +67 5y +5ps
o7 [hax . p W) L (&)| + o(h?),

15" — ¢/l = O(R?) ja ||S” — 4"||lc = O(h). Vordluseks on
varasemast teada (vt [10]) ruutsplainide korral kehtiv

Ay
24 1<i<n q

2

15 = ylloo < (&)| + o(h?).

Mérgime veel, et doktoritéost leiab mitu erinevat esitust li-
neaar/lineaar ratsionaalsplainidele ning toestustes kasutatakse
splaini esitust splaini virtuste S; = S(z;),i =0,...,n, S; = S(&),
1=1,...,n, kaudu kujul

_ & 4(8; = 8i) (S — Si—1)(z — &)
S = S 8 =5 +2((5 — Si) — (S~ 5@ — &)’

x € [Ti_1, xi).

Saadud tulemused lineaar/lineaar ratsionaalsplainidega kollokat-
sioonimeetodi kohta on avaldatud artiklis [6]

Ruut/lineaar ratsionaalsplainidega
kollokatsioonimeetod

Vaatleme iihtlase jaotusega 16iku [a, b] punktidega x; = a + ih,
i=20,...,n, h =(b—a)/n, n € N. Ruut/lineaar ratsionaalsplain
on funktsioon S € C?[a, b], millel on igas osaldigus kuju

Ci

S(:B) =a; + bz(l‘ — xi_l) + 1+ dl(l‘ — xiil),

x € [z, x4,
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kus 1+ dij(xz — z;—1) > 0. Uldisemalt saab sellele splainile anda
esituse ka viie parameetri abil

a; + bix + éa?

S(x) =
() d; + é;x

) T < [xiflaxi]a

kus cL + éx < 0 voi aAll + é;x > 0. Ruut/lineaar ratsionaalsplain
S (voi —S) on kumer 1igus [a,b], seega on mdtet rajaiilesannet
selliste splainidega ligikaudselt lahendada vaid siis, kui on teada, et
rajaiilesande tdpne lahend on sama omadusega.
Kollokatsioonimeetodis noutakse, et splain S rahuldaks diferent-
siaalvorrandit punktides x; ning rajatingimusi vastavalt

§"(wi) + p(xi) " (xi) + i) S(2:) = f(xi), i=0,...,m,
S(a) =a, S(b)=p.

Need vorrandid moodustavad koos splaini sisestruktuuri kirjelda-
vate vorranditega jéllegi mittelineaarse vorrandisiisteemi splaini
parameetrite méaramiseks.

Ruut/lineaar ratsionaalsplainidega kollokatsioonimeetodi uuri-
miseks alustatakse uurimist interpolatsiooniiilesandest, mis on sa-
ma nagu kuupsplainidega. Eeldades, et y”(z) > 0, =z € Ja,b],
on saadud superkoonduvuse tulemused interpoleeriva ruut/lineaar
ratsionaalsplainide ja piisavalt sileda funktsiooni y jaoks S’(z) =
y' (z) + O(h*), punktides x = x;, i =0,...,n, jax = (v,-1 +2;)/2,
i = 1,...,n, S"(z) = 9'(z) + O(h3) punktides = = z; + th,
kus t = (3++3)/6,i = 0,...,n, ja §"(z) = y"(x) + O(h?),

kus * = (x;—1 + x;)/2, i = 1,...,n. Punktid on samad nagu
kuupsplainide korral [12] Saadud tulemused on avaldatud artiklis
[4].

Toestuste jaoks on splain viidud esitusele vidrtuste S(x;) = S;
i=0,...,n, ja teiste momentide S”(z;) = M;, i =0,...,n, kaudu.
Kasutades tulemusi superkoondumisest interpoleerimisel ning
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Bohl-Brouweri piisipunkti printsiipi saab néidata ldhislahendi S
olemasolu ning

4 y/// 2
h2 yIV - 3( y,,) 5
_ < — v I (. .
I8 = ylloe < 35, max o ()| + o)

Samuti kehtivad ||S" — 9/||cc = O(h?) ja ||S” — 4"||cc = O(h?). Siin
on voimalik tulemusi vorrelda kuupsplain-kollokatsioonimeetodiga

([10])

h2 yIV )
IS = ylloe < 75, max || +o(h).

12 1<i<n—1

Arvuliste katsete tulemused nii interpolatsiooni- kui rajaiiles-
ande jaoks on kooskolas t60s toodud teoreetilistega. On voetud
lihtne funktsioon ning n#idatud, et selle korral annavad ratsio-
naalsplainid vorreldes ruut- ja kuupsplainidega paremaid tulemusi.
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