Kumerad aproksimatsiooniomadused

ALEKSEI LISSITSIN!
Tartu Ulikool

Selles artiklis jatkame aproksimatsiooniomaduse (edaspidi ka-
sutame ka lithendit a.o.) erinevate versioonide tutvustamist, mille
alguse leiab EVE OJaA ja INDREK ZOLKI artiklitest kéesolevas
aastaraamatus. Et ei oleks palju kordamist, eeldan, et lugeja on
juba tutvunud nimetatud artiklitega. Jutustan oma doktorit6ost
(kaitstud Eve Oja juhendamisel) ja sellega seotud teemadest.

Nagu on juba 6eldud, aproksimatsiooniprobleem oli lahtine
ligikaudu 40 aastat kuni PER ENFLO lahendas selle negatiivselt
1972. aastal konstrueerides Banachi ruumi ilma aproksimatsioo-
niomaduseta. ALBRECHT PIETSCH oma Banachi ruumide ajaloo
raamatus véaljendas seda jargmiselt:

“Elu teatud aproksimatsiooniomadustega Banachi ruumides
on palju lihtsam. Seega Enflo kontrandite moju voib kirjeldada
Paradiisist pagendamisena. Pérismaailmas aga leiduvad: separaab-
lid ruumid ilma Schauderi baasita, kompaktsed operaatorid, mis
pole ldhendatavad 16plikuméotmeliste operaatoritega, jiljeklassi-
operaatorid ilma jiljeta, [...]”.

Voib Gelda, et Banachi ruumide elu osutus hoopis mitmekesise-
maks, kui arvati varem. Mitmed autorid hakkasid kohe uurima a.o.
erinevaid modifitseeritud versioone. Kordame moned neist.

1) Tokestatud a.o. FIGIEL ja JOHNSON toestasid aastal 1973, et
a.0.-st ei jireldu tokestatud a.o. Meenutame, et on lahtine kiisimus,
kas kaasruumi a.o. on alati tokestatud (voi isegi meetriline ehk
tokestatud konstandiga 1).

2) Kompaktne a.o. Aastal 1992 niitas WILLIS, et tokestatud
kompaktsest a.o.-st ei jareldu (tavaline) a.o.

3) Operaatorideaali ja lihtsalt operaatorite ruumi alamruumi
poolt defineeritud a.o. See mdiste on vahetuks iildistuseks eelmisele,
seda a.o. on uurinud nt REINOV 1980-ndate aastate alguses, samuti
GRONBACK ja Willis 1990-ndatel aastatel.

! Aleksei Lissitsin on 2013. a. Arnold Humala preemia laureaat.
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4) Banachi vorede positiivne a.o. Meenutame, et selle omaduse
kohta pole teada, kas Banachi vérede klassis see erineb a.o.-st.
Viimased olulisemad tulemused selle kohta on NIELSENI 1988. aasta
artiklis [8].

Erinevate versioonide uurimisega olid seotud ka kiisimused,
kuidas saab a.o. omadusi tugevdada vo6i norgendada, et omadus
ikka jaaks samaks.

5) Kompaktsete operaatorite lihendamine teistes topoloogiates.
Meenutame, et Grothendiecki kriteerium {itleb, et ruumil X on
a.0. parajasti siis kui iga kompaktne operaator T € (Y, X) on
lihendatav 1oplikumootmeliste operaatoritega (normi topoloogias)
ehk F(Y,X) = K(Y, X) iga Banachi ruumi Y korral. Kuna norm
on pidev enda poolt indutseeritud topoloogias, siis viimane vordus
on samavédrne vastava “meetrilise versiooniga” ehk vordusega
tihikkerade jaoks Br(y x) = Bi(v,x), s-t. iga kompaktne operaator
T € K(Y, X) on ldhendatav 1oplikumootmeliste operaatoritega S, €
F(Y, X), mille norm ei iileta operaatori 7' normi. LIMA, NYGAARD
ja Oja [3] niitasid aastal 2000, et normi topoloogia asemel voib

siin vaadelda hoopis punktiviisi koondumise topoloogiat: ruumil
SOT

X on a.o. parajasti siis, kui Bry,x) = Byy(v,x) iga Y korral
(siin SOT t&histab tugevat operaatorite topoloogiat ehk punktiviisi

koondumise topoloogiat, mille korral T, T parajasti siis, kui

SOT
Toy—Tyigay € Y korral; VW on norgalt kompaktsete operaatorite

ideaal). Sarnased kirjeldused kompaktse a.o. kohta on saadud ka
Lima, Lima, Nygaardi, Oja ja PELANDERI t6ddes aastatel 2003—
2004.

Kumera a.o. moiste defineerisime esmakordselt minu, KRISTEL
MIKKORI ja Eve Oja 2008. aasta artiklis [6], mille iiheks esialgseks
eesmargiks oli iildistada punktis 5) toodud kriteeriumid punkti-
viisi koonduvuse topoloogias alamruumi poolt defineeritud a.o.-
dele. Korvalmérkusena panime tdhele, et mitmed meie tulemused
kehtivad ka iildisemal juhul, kus ldhendavate operaatorite hulgalt
on noutud ainult tema kumerus ja nulli sisaldavus.

Definitsioon 4. Olgu A C L£(X) kumer hulk, mis sisaldab
nulli (kasutame siin ja analoogilistes kohtades lithendit £(X) :=
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L(X, X)). Oeldakse, et ruumil X on A-aproksimatsiooniomadus (A-
a.0.), kui iga ¢ > 0 ja iga kompaktse hulga K C X korral leidub
operaator T € A nii, et sup,¢x [|Tr—z| < ¢, teiste sonadega ruumi
X {iihikoperaator Ix on ldhendatav kompaktsetel hulkadel iihtlaselt
operaatoritega hulgast A.

Naiteks jargmised véited on samavéirsed:
(i) Ruumil X on A-a.o.

(ii) Iga Banachi ruumi Y korral iga kompaktne operaator 1" €
K(Y,X) on ldhendatav normi topoloogias operaatoritega
hulgast

Ao{T} :={ST | S € A},

mille normid ei {ileta operaatori 7" normi ehk
Te€ BAo{T} VT € BIC(Y,X)
(tédhistame siin hulga H jaoks By := {z € H | ||z| < 1}).

(iii) Iga separaabli ja refleksiivse ruumi Y korral iga kompaktne
operaator T' € K(Y, X) on ldhendatav punktiviisi koondumise
topoloogias operaatoritega hulgast A o {T'}, mille normid ei
iileta operaatori 7" normi ehk

——S0T
T e BAo{T} VT € BIC(Y,X)'

Miérgime, et juba kompaktse a.o. juhul tingimused (ii) ja (iii)
peavad olema sellisel “vilisel” kujul, sest vastav “sisene” kuju
Bi(v,x) = Bk(v,x) kehtib triviaalselt iga Banachi ruumi X korral.

Paneme t#hele, et tingimus (iii) véimaldab piirduda ainult
separaablite ja refleksiivsete ruumidega Y (ilmselt see on vaba-
tahtlik, sest suund (i) = (ii) = (iii) on triviaalne). Grothendiecki
kriteeriumi jaoks oli see teada ammu — see jareldub kuulsast Davis—
Figiel-Johnson—Pelczynski faktorisatsioonilemmast [1]: iga norgalt
kompaktne operaator 7' € W(X,Y) faktoriseerub labi refleksiivse
ruumi Z ehk T'= SR, kus R € W(X,Z), S € W(Z,Y). Vastava
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meetrilise versiooni jaoks aga sai see véimalikuks alles parast DFJP-
faktorisatsioonilemma isomeetrilise versiooni (kus ||T']| = ||S||/[| R||)
ilmumist Lima, Nygaardi ja Oja artiklis 2000. aastal. See DFJP—
LNO faktorisatsioonilemma on iiks pohitooriistadest kumerate a.o.-
te uurimisel.

Miks selline iildistus nagu kumerad aproksimatsiooniomadused
on iildse kasulik? Esiteks, paneme téhele, et punktides 1-4 vaadel-
dud a.o. versioonid on k&ik kumera a.o. erijuhud. Punktides 2) ja
3) on hulk A alamruum. Punktis 1) on tegemist teatud alamruumi
iihikkeraga A = Br(x x). Punktis 4) vérdub hulk A positiivsete
16plikumodtmeliste operaatorite koonusega Fy (X, X).

Teiseks, osutub, et suur osa klassikalisest a.o. teooriast ja
analoogilistest tulemustest a.o. nimetatud variantide kohta on
tehtav sellises iildises kontekstis.

Miks just kumerad hulgad? Kuigi toepoolest, moned vaadel-
dud tulemused (niiteks tingimus (b) iileval) on saavutatavad
ka iildisemas kontekstis, kus hulgalt A pole kumerust noutud,
osutub, et huvitavamate tulemuste jaoks on vaja kasutada Hahn-
Banachi teoreemi ja operaatorite ruumi (£(X,Y),7.) kaasruumi
Grothendiecki kirjeldust (siin 7. téhistab kompaktsetel hulkadel
ithtlase koonduvuse topoloogiat). Meenutame, et lokaalselt kumeras
ruumis hulga H sulundid esialgses topoloogias ja norgas (ehk
kaasruumi poolt indutseeritud) topoloogias iihtivad, kui H on
kumer.

Loetleme tulemusi, mida saime korrata kumerate a.o. konteks-
tis.

(a) Juba toodud Grothendiecki kriteeriumi analoogid.

(b) A.o. téstmine Banachi ruumist tema kaasruumile. Kuigi on
teada, et Banachi ruumi a.o. ega tokestatud a.o. ei périne
tema kaasruumile (st leidub Banachi ruum X, millel on
omadus, aga kaasruumil X* pole), Johnson (juba aastal 1972)
toestas jargmise tostmisteoreemi: kui Banachi ruumil X on
olemas meetriline a.o. iga ekvivalentse normi korral, siis ka
kaasruumil X* on meetriline a.o.
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Kumera a.o. versioon: kui Banachi ruumil X on olemas
meetriline A-a.o. (st Ba-a.o. ehk {S € A | ||S] < 1}-a.0.)
igas ekvivalentses normis, siis kaasruumil X* on meetriline
A%a.o., kus

A% = [T T e A} € L(X*, XP).

A.o. pdarinemine kaasruumist lihteruumi. Kui kaasruumil X*
on A%-a.o., siis lahteruumil X on A-a.o.

Mérgime, et klassikaline tulemus iitleb siin natuke rohkemat:
kui ruumil X* on a.o. (ehk F(X*)-a.0.), siis lihteruumil
X on a.o. (ehk F(X)-a.0.). Teiste sonadega klassikaline
tulemus seisneb iildisest kumerate a.o.-te tulemusest ja sa-
mavéirsusest F(X*)-a.0. < F(X)%a.o. ruumi X* jaoks.
Viimane samava#rsus on samuti Johnsoni poolt ammu mérgi-
tud fakt.

Positiivse a.o. ehk Fi(X)-a.0. (kus F4 téhistab positiiv-
sete 16plikumoctmeliste operaatorite koonust) korral samuti
toestasime artiklis [7] vastava samavéérsuse Fi (X *)-a.0. <=
Fi(X)%a.o.

Radon—Nikodymi omaduse mdju ehk punktis 1) toodud kiisi-
musele osaline vastus. Kui kaasruumil X* on Radon-Nikody-
mi omadus (selle erijuhud on nt: X* on separaabel voi X on
refleksiivne) ja a.o., siis kaasruumil X* on meetriline a.o.

Sellel tulemusel on lébi aegade olnud mitmed ja viga erinevad
toestused. Esimene neist sisuliselt sisaldub juba Grothendiecki
1953. aasta memuaaris.

Kumera a.o. versioon: olgu A C K(X) (ning kumer ja nulli
sisaldav) ja olgu kaasruumil X* Radon-Nikodymi omadus;
kui ruumil X* on A%-a.o., siis tal on ka meetriline A%*-a.o.

Nork tokestatud a.o. on samavddrne tokestatud a.o. Asplundi
operaatorideaali jaoks.
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Oja ja A. Lima t5id 2005. aastal sisse norga tokestatud
a.0. moiste, mis istub a.o. ja tokestatud a.o. vahel. Sel-
le moiste abil nad esitasid punktis (d) toodud tulemuse
toestuse versiooni. Nimelt, osutub, et kaasruumi X* a.o. on
samavédrne ldhteruumi norga meetrilise a.o.-ga igas ekviva-
lentses normis. Samuti osutub, et Radon—Nikodymi omaduse
olemasolul noérk meetriline a.o. on samavéiidrne meetrilise
a.0.-ga. Jadb rakendada meetrlise a.o. tostmisteoreemi, et
lahteruumi meetrilisest a.o.-st igas ekvivalentses normis saada
kaasruumi meetrilise a.0. Kogu see arutelu kehtib ka kumerate
a.o.-te jaoks.

Nork tokestatud a.o. on erijuht iildisemast moistest — ope-
raatorideaali jaoks tokestatud a.o.-st (sisse toodud A. Lima,
V. Lima ja Oja poolt aastal 2010). Anname definitsiooni
kumerate a.o. kontekstis (originaalis muidugi A = F(X)).
Oeldakse, et ruumil X on \-tokestatud A-a.o. operaatorideaa-
i A jaoks, kui iga operaatori T' € A(X,Y") korral ruumil X
on {S € A | TS| < AT }-a.0. Nork tokestatud a.o. :=
tokestatud a.o. K jaoks.

Radon—Nikodymi omaduse méju voib viljendada ka jargmise
norga tokestatud a.o. kriteeriumiga. Olgu A C K(X) kumer
ja nulli sisaldav. Siis jirgmised vaited on samavéirsed.

(i) Ruumil X on nork tokestatud A-a.o.
(ii) Ruumil X on tokestatud A-a.o. W jaoks.
(iii) Ruumil X on tokestatud A-a.o. RA9! jaoks. (Siin

RNl — £ | T* ¢ RN}

on Radon—Nikodymi operaatorite ideaali duaalne ope-
raatorideaal ehk Asplundi operaatorite ideaal.)

Mainime, et samavéirsus (i) <= (iii) vastab artiklis [2]
pistitatud kiisimusele: kas leidub ideaalist ¥V suurem operaa-
torideaal, mille jaoks tokestatud a.o. iihtib norga tokestatud
a.0.-ga? Selle toestuseks artiklis [5] sisuliselt piisas panna
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téhele, et DFJP-LNO-faktorisatsioon td6tab (peale kom-
paktsete ja norgalt kompaktsete) ka Asplundi operaatorite
faktoriseerimiseks.

Autor soovib mainida Eesti Haridus- ja Teadusministeeriumi
institutsionaalset uurimistoetust IUT20-57.
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