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1. Aproksimatsiooniomadus ja Schauderi
baas

Teatavasti saab matemaatika hésti hakkama lineaarsete objektide-
ga, pidevate eeskirjadega, ja koik, millel taolisi “h&id” omadusi
pole, on uuritav sedavord, kui hésti neid onnestub ldhendada
taolise “hea” ja uurimiseks ligipdédsetava objekti voi eeskirjaga.
Seoses praktilise eluga lisandub veel néue loplikumodtmelisusest,
kuna konkreetseid arvutusi saab teha ikka ainult 16pliku koguse
koordinaatidega.

Jargnev Banachi ruumide teooria definitsioon (vt. definitsiooni
1), mille t6i sisse A. GROTHENDIECK oma monograafias [7], on kan-
tud ka samast vaimust, tegeledes olukorraga, kus kompaktse hulga
elemente iihtlaselt pidevalt lineaarselt ldhendatakse elementidega
16plikumodtmelisest ruumist. (Meenutame, et hulga kompaktsus
tdhendab, et hulk on kinnine ja suvalise arvu € > 0 korral saab
hulga katta 16pliku koguse e-raadiusega keradega. Néiteks ruumis
R™ on kompaktsed hulgad parajasti kinnised tokestatud hulgad —
16igud, kinnised kerad, nende 16plikud ithendid jms.)

Siin ja edaspidi olgu X Banachi ruum (lihtsuse mottes: iile
reaalarvude korpuse). Sona operaator on siinoniiiim kujutusele
(kasutame seda eeskiitt juhul, kui ldhte- ja sihthulk on Banachi
ruum). Lineaarse operaatori S korral on kombeks S(z) asemel
kirjutada Sz.

Indrek Zolk on 2012. a. Arnold Humala preemia laureaat.
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Definitsioon 1. Kui kehtib jargmine tingimus:

iga kompaktse hulga K C X ja iga reaalarvu ¢ > 0 korral
leidub pidev lineaarne operaator S: X — X nii, et
kujutisruum S[X] on 16plikumdotmeline ja

koigi elementide = € K jaoks ||Sz —z| <e, (1)
siis Geldakse, et ruumil X on aproksimatsiooniomadus (a.o.).

Kiisimus, kas igal Banachi ruumil on aproksimatsiooni-
omadus (edaspidi: aproksimatsiooniprobleem), piistitati tegelikult
juba aastal 1936 nn. Soti raamatus; lahendati alles 1972. Selle loo
kirjelduse voib leida néiteks EVE OJA artiklist [11].

A. Grothendiecki monograafias [7] on tdestatud muuhulgas
jargmised aproksimatsiooniprobleemi variandid.

Teoreem 1. Jargmised viited on samavddrsed.
1. Igal Banachi ruumil on a.o..

2. Iga lopmatu maatriksi

a1l a2 a13
a1 Q22 G23

A=
as,;1 @32 azgs

korral, kus read on nulliks koonduvad jadad ning reavektorite
normide summa on loplik, st.

Vi e N ) lim Qi = 0,
G

J

o
Zmax{|ai7j| 1 j € N} < o0,
i=1

kehtib implikatsioon

A-A=0 — Zai,i:O.
=1
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3. Iga pideva kahe muutuja funktsiooni K: [0,1] x [0,1] — R
korral kehtib implikatsioon

(Vr,tE[O,l] /OIK(T,S)‘K(s,t)dt:(O

1
= / K(s,s)ds = 0.
0

Soti raamatusse pandi kirja just tingimus 3. — selline iilesanne
on moistetav igale matemaatilist analiilisi kuulanud tudengile.
Paneme ka tédhele, et tingimuse 2. l6plikumodtmeline analoog
on toene. Nimelt, kui A € Mat,(C), siis on vastavalt algebra
pohiteoreemile maatriksil A tépselt n omavéértust (karakteristlikku
juurt), kusjuures nende summa on teatavasti just a1 + ...+ anp.
Teisalt, eeldusel A2 = 0 on maatriksi A kdik omavéairtused vordsed
nulliga. Tdepoolest, A omavairtuse A korral Az = Az, kus x # 0
on vastav omavektor. Niiiid A? = 0 annab, et

0= A% = A(Az) = A(\x) = Mz = Nz,

mistottu A2 = 0 ja jarelikult A = 0. Siit jareldubki, et omaviirtuste
summa a1 + ...+ Gy, vordub nulliga.

1972. aastal konstrueeris PER ENFLO Banachi ruumi, millel
puudub a.o. [4]; siit ka jareldub, et teoreemi 1 koik tingimused on
vidrad. Enflo tulemus avas tee edasisteks uuringuteks — vaatame,
mis viilja tuleb, kui tugevdame/norgendame/muudame tingimuse
(1) noudeid; millised oleks samavéérsed voi piisavad voi tarvilikud
tingimused selleks, et (1) ise v6i moni tema muudetud versioon
kehtiks jne. 20. sajandi jooksul saadud tulemused on histi kokku
voetud P. CASAzzA iilevaateartiklis [2].

Jargnev lause vormistab a.o. definitsioonis esinevad operaatorid
perena; lause toestamiseks sobib valida indekshulgaks
{(K,¢e): K on kompaktne,e > 0} koos jirjestusega

(K1,e1) < (K2,62) <= K1 C Ky Neyp > ea.
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Lause 1. Banachi ruumil X on a.o. parajasti siis, kut leidud
pidevate lineaarsete operaatorite pere litkmetega So: X —=X nii, et
iga kompaktse hulga K C X ja reaalarvu € > 0 korral leidub indeks
agy omadusega

azay = sup ||Ser—z| <e.
zeK
Definitsioon 2. Kui leidub A > 1 nii, et tingimuses (1) kehtib
lisaks veel || T|| < A, siis deldakse, et ruumil X on A-tokestatud a.o.
voi tokestatud a.o.. (Siin ||T|| = sup{||Tx|: ||=| < 1}.)

Muidugi saab sonastada ja toestada lause 1 analoogi ka tokesta-
tud a.o. jaoks. Téiendavalt on aga voimalik toestada jérgmine
tulemus.

Lause 2. Banachi ruumil X on A-tokestatud a.o. parajasti siis, kui
leidub pidevate lineaarsete operaatorite pere litkmetega So: X —=X
nii, et ||Sall < A ning iga elemendi x € X ja reaalarvu € > 0 korral
leidub indeks g omadusega

azay = |[Sax—z| <e.

Lause 2 niitab, et tokestatud a.o. puhul voib pere (S,,) thtlase
koonduvuse kompaktsetel hulkadel asendada punktiviisilise koondu-
vusega.

Kui Banachi ruum X on separaabel, see tédhendab, kui seal
leidub loenduv koéikjal tihe hulk, siis v6ib lauses 2 pere asendada
jadaga.

Jargnev definitsioon muudab Banachi ruumis arvutamise mu-
gavaks, voimaldades igale elemendile seada vastavusse tema koor-
dinaatide jada.

Definitsioon 3. Jada (e,,) C X nimetatakse Schauderi baasiks, kui
iga x € X korral leidub iiheselt madratud skalaaride jada (A\,) C R

nii, et
o]
T = E An€n-
n=1
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Lause 3. Olgu X Banachi ruum, mille Schauderi baas on (ey).
Tihistame osasummaoperaatorid S, jargmiselt:

o0
Sp(x) = Aer + ...+ A\pen, x:Z)\neneX.
n=1

Siis jada (Sy) tdidab lause 2 tingimust, kusjuures
Spik ©Sn = SpoSpik = Sy igan € N jak € NU{0} korral.
Muuseas on igal baasiga Banachi ruumail tokestatud a.o.

Koigil klassikalistel Banachi ruumidel, nagu néiiteks lopliku-
mootmelised ruumid, jadaruumid co, £, (p > 1), funktsiooniruumid
Cla,b], Ly(a,b) jne, on Schauderi baas, seega ka tokestatud a.o..

Nii néiteks iilaltoodud jadaruumides on Schauderi baasiks

er = (1,0,0,...), e =(0,1,0,...),

oy en=1(0,...,0,1,0,0,...),
——
n koordinaati
Loigus [0, 1] pidevate funktsioonide ruumis C[0, 1] on Schauderi

baasiks Faber—Schauderi siisteem @1, @9, ..., mille graafikud on
toodud joonisel:

A
Lo (Lo
| |
1 11 1
4 2
[
1317
2 4
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Loigus [0, 1] integreeruva p-astmega funktsioonide ruumis
L,(0,1) on Schauderi baasiks Haari siisteem x1, x2,. .., mille liik-
med on Faber—Schauderi siisteemi funktsioonide tuletised:

A X A A A
T IS S ey
[ [ [ : :
e e 1 > - >
1 1 1 1
; i 331
A A A
1L X5 1 X6 1= X7
1 1 1
—1+- -1+ - —1+ -

Juba BANACH oma monograafias [1] mérkis, et pole teada,
kas igal Banachi ruumil on baas. Enflo kontraniitega sai see kas-
kiisimus eitava vastuse.

Margime samas, et enamik teadaolevaid Banachi ruume, millel
puudub (mingit tiilipi) a.o., on spetsiaalselt konstrueeritud ning
pole lihtsasti kirja pandavad. Paar erandit sellest “reeglist”: ruumil
L(¢3) (pidevad lineaarsed operaatorid ruumil f2) (SZANKOWSKI,
1981) ja ruumil £(¢2)/K(¢2) (GODEFROY, SAPHAR, 1989) puudub
a.0. (Siin K(¢2) téhistab kompaktseid operaatoreid ruumil fo, see
téhendab operaatoreid 7', mille korral ruumi /o iihikkera By, =
{z € ly: ||z|| < 1} kujutis T [By,] on suhteliselt kompaktne hulk.)
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Rohutame, et 16pmatumddtmelistes ruumides Schauderi baas
(jada, mille suhtes iga element esitub rea summana) erineb alati
algebralisest (Hameli) baasist (siisteem, mille suhtes iga element
esitub 1opliku lineaarkombinatsioonina). Algebralise baasi kasuta-
mine normeeritud ruumide kontekstis on iisna kasutu, sest koordi-
naatfunktsionaalide seast ainult tlimalt 16plik arv on pidevad.

2. Millega veel tegeldakse

Klassikaline (tokestatud) aproksimatsiooniomaduse definitsioon
voimaldab mitmel viisil saada uut laadi teooriaid. Pohjusi selleks
on erinevaid — kas lihtsalt piitida saada midagi uut v6i hoopis
konstrueerida abimdisteid, kontranditeid, vahetulemusi mingi ole-
masoleva raske probleemi “riindamiseks”.

Nimetame siinkohal ménda a.o. arendusvéimalust.

e Mis jidb tokestatud a.o. ja baasiomaduse (ruumil on Schaude-
ri baas) vahele? Eritletakse jargmisi tokestatud a.o. versioone:

— lisatingimus S, o S, = S, annab 7-omaduse (ldhenda-
mine projektoritega),

— lisatingimus S, 0 Sp4x = Sp4x 0 S, = S, (n € N, k €
NU {0}) annab léplikumootmelise lahutuse,

— lisatingimus S, o S3 = Sg o S, (separaabli ruumi
korral Sy, o Sp4k = Spik © Sp, kus n,k € N) annab
kommuteeruva tokestatud a.o.,

— lisatingimus Vo lién |Sa © Sg — Sg 0 Sy|| = 0 annab

astimptootiliselt kommuteeruva tokestatud a.o..

Toome niiteks mone tulemuse (vt. iilevaateartiklit [2], vt. ka
[14]):

— kui separaablil ruumil X on tokestatud a.o., siis leidub
A > 1 ja pidevate lineaarsete operaatorite jada liikmete-
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ga S,: X — X nii, et

Yn € N S,[X] on 16plikumdotmeline,
VneN Sl <A,

Vee X ||Spz—z||—0,

Vn,k e N S,k 0S, = Sp;

— kui separaablil ruumil X on aslimptootiliselt kommu-
teeruv A-tokestatud a.o., on tal ka kommuteeruv A-
tokestatud a.o.;

— kui separaablil ruumil X on 1-tokestatud a.o., siis on
ruumil X ka kommuteeruv 1-tokestatud a.o. (Casazza,
KALTON, 1989).

Tulemused néitavad, et kuigi formaalselt noutakse normi
poolest tokestatud 16plikumaodtmeliste operaatorite jada (Sy,)
jaoks ainult, et S,r — x, saab monikord “teatud osa”
kommuteeruvusest “lisaks kéatte”.

Voib tédpsemalt nouda, kui hésti lihendavad operaatorid
sailitavad ruumi X alamruumide struktuuri. Artikliga [5]
kaivitati jargmise omaduse uurimine: oeldakse, et paaril
(X,U) on a.o. (U on ruumi X kinnine alamruum), kui kehtib
tingimus (1) ning lisaks T[U] € U. Sama tiilipi omaduse
saab sonastada ka ruumi X kinniste alamruumide ahela N' =
{Uqy: VYo, BU, C UV U, 2 Ug} jaoks: paaril (X,N) on a.o.
tahendab, et kehtib (1) ning T[U] C U iga kinnise alamruumi
U € N korral. On lahtine probleem, kas kehtib samav#irsus

paaril (X,U) on a.o. VU (kinnised alamruumid) <=
<= paaril (X,N) on a.o.

VN (kinniste alamruumide ahelad).

A. Grothendiecki monograafias [7] on néidatud, et ruumil X
on a.o. parajasti siis, kui iga Banachi ruumi Y korral kehtib
tingimus

FY, X) = K(Y, X). (2)
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(Hulk F(Y, X) koosneb pidevatest lineaarsetest operaatoritest
T:Y — X, mille korral T[Y] on 16plikumootmeline.) Pole
selge, kui viikese ruumide Y klassiga voib tingimuses (2) piir-
duda a.o. kirjeldamisel. Artiklis [9] on tdestatud, et ruumi X
aproksimatsiooniomaduse jaoks piisab tingimuse F(Y,X) =
K(Y, X) kehtimisest koigi refleksiivsete separaablite Banachi
ruumide Y jaoks, v6i ruumi cg koéigi kinniste alamruumide
jaoks. Lahtine probleem: kas kehtib samavéa#rsus

ruumil X on a.o. <= F(X,X)=K(X,X)?

e A.o. definitsioonis noutakse iga kompaktse hulga K jaoks
teatud ldhendeid. Kui hulga K kompaktsus asendada mone
sarnase omadusega (nork kompaktsus [10], p-kompaktsus [3]
jms), saadakse uued a.o. variandid.

e Lihendama ei pea sugugi loplikumodtmeliste operaatorite

abil. Pea sama kaua on uuritud samasusteisenduse ldhenda-
mist kompaktsete operaatoritega. Arendatakse iihtset teoo-
riat, kus ldhendavad operaatorid on valitud mingist operaa-
torideaalist: 16plikumodtmelised, kompaktsed, norgalt kom-
paktsed operaatorid, tuumaoperaatorid, integraaloperaatorid
jms. Operaatorideaali moiste ja teooria alused andis PIETSCH
[15].
Soltuvalt ruumile X seatud lisanduetest voib kitsendada
ldhendavate operaatorite valikut, nt. kui ruumil X on tehe-
tega kooskolas olev jarjestus, voib ldhendamiseks kasutada
posititvseid operaatoreid, st. operaatoreid 7', et iga > 0
korral Tz > 0 (positiivne a.o.). Lahtine probleem: kas iga
Banachi vore X korral kehtib implikatsioon

ruumil X on a.o. = ruumil X on positiivne a.0.?
e Klassikaline tingimus (A-tokestatud a.o. jaoks) on, et peab

leiduma 16plikumootmeliste operaatorite pere (S,) omadus-
tega sup ||Sa|| < A ja ||Sax — z||—=0. Noudes, et iga Banachi
(0%
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ruumi Y ja operaatori T: X —Y korral (kus 7" on valitud
mingist Banachi operaatorideaalist A) leiduks talle vastav
16plikumdtmeliste operaatorite pere (S,) omadustega, et
limsup |T" o Saljla < A|T]j4 ja ||Saz — z|| —= 0, saame -

tékzstatud a.o. A jaoks. See mdiste on A-tdkestatud a.o.
norgem variant ning voiks aidata lahendada lahtist probleemi:
kas iga kaasruumi X* (ehk pidevate lineaarsete funktsioonide
f+ X —R ruumi) jaoks kehtib implikatsioon

ruumil X* on a.o. = ruumil X* on 1-tokestatud a.o.?

Probleem on lahendatud (positiivselt) teatud erijuhtudel (nt.
kui X* on separaabel). Selleteemalised iilevaateartiklid on
[12], [13].

Koigis iilaltoodud a.o. versioonides on siiski néutud, et lahen-
davad operaatorid oleks lineaarsed (nn. klassikaline teooria).
Seda tingimust saab norgendada; kiillalt siigavalt uuritud
on Lipschitzi kujutustega ja iihtlaselt pidevate kujutustega
lahendamist (vt. nt. [8]). Osutub, et monevorra médravad
ka mittelineaarsed kujutused lineaarse struktuuri omadusi
ning voimaldavad neid iile kanda. Tiiiipiliselt kasutatakse
toovahendina monda keerukamat ruumi (teine kaasruum, Lip-
schitzi vabaruum, ultraastmed vms.), et Lipschitzi kujutusi
lineariseerida. Néiteks naitab vahetu kontroll, et tokestatud
a.0. kandub {ihelt ruumilt teisele iile isomorfismi (lineaarne
siirjektsioon, mis viib normi ekvivalentseks normiks) kaudu;
Lipschitzi vabaruume kasutades saab aga toestada [6], et
tokestatud a.o. kandub iile ka Lipschitz-isomorfismi ((iildiselt
mittelineaarne) bijektsioon, mis ise ja mille poordkujutus on
Lipschitzi kujutused) kaudu.

Autor soovib mainida Eesti Haridus- ja Teadusministeeriumi

institutsionaalset uurimistoetust IUT20-57.
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