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1. Eesti Vabariigi teaduspreemia 2014
tédppisteaduste alal

Meie matemaatikuteperet réomustas 2014. aasta Riigi teadus-
preemiate juures eriti see, et laureaatide seas oli koguni kolm
matemaatikut — kolm Tartu Ulikooli Matemaatikateaduskonna
vilistlast. KriSTA LOHMUS (minu kursusekaaslane) pilvis teadus-
preemia pollumajandusteaduste alal, ELLU SAAR sotsiaalteaduste
alal ning tappisteaduste preemia tuli matemaatikasse. Selle sain ma
uurimuste tsiikli “Operaatorideaalid ja tensorkorrutised Banachi
ruumide struktuuri-uuringutes” eest.

Auhinnatud t6odetsiikkel koosneb aastatel 2010-2013 ilmunud
artiklitest [1]-[6], [8], [14]-[20]. Artiklid [14] ja [15] on tilevaateartik-
lid, mis telliti vastavalt plenaarettekannete pohjal esinduslikul
rahvusvahelisel konverentsil “Banachi algebrad 2009” Poolas ja
“Rahvusvahelisel matemaatilise analiiiisi kongressil 2009” Hispaa-
nias.

Uurimuste tsiikkel “Operaatorideaalid ja tensorkorrutised Ba-
nachi ruumide struktuuri-uuringutes” tegeleb matemaatika alus-
uuringutega: luuakse funktsionaalanaliiiisi ja operaatorite teooria
piirimail asuvaid uusi meetodeid ning rakendatakse neid Banachi
ruumide struktuuri uurimisel.

'Eve Oja sai 2014. a. Eesti Vabariigi teaduspreemia téppisteaduste alal.
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2. Banachi ruumid

Banachi ruumide teooria, aga ka kaasaegse funktsionaalanaliiiisi
siinniaastaks peetakse aastat 1932, mil ilmus STEFAN BANACHI
monograafia Théorie des opérations linéaires (Lineaarsete operat-
sioonide teooria).

Banachi ruumi moistet on lihtne tajuda. Meil koigil on olemas
intuitiivne ettekujutus hulgast kui mingist objektide ehk elementide
kogumist (niiteks: koigi reaalarvude hulk R, k&igi punktide hulk
tasandil). Banachi ruumiks nimetatakse niisugust hulka, mille
elemente saab liita ja arvudega korrutada (s.t. tegemist on wvek-
torruumiga). Veel peab iga elemendi x jaoks olema defineeritud
norm ||z|| — elemendi x “pikkus” (norm ongi oma olemuselt arvu
absoluutviirtuse ja ka vektori pikkuse iildistus). Lisaks kehtib nn.
tdielikkuse aksioom, mis kirjeldab selles ruumis koonduvaid jadasid
(jada (xy,) koondub, kui lim ||z, — z,|| = 0).

Niide 1. Arvsirge R on Banachi ruum, kus arvu z norm
defineeritakse tema absoluutvadrtusena: ||z| = |z|.

Niide 2. Eukleidiline tasand R? on Banachi ruum, kus vektori
x = (a1,az2) € R? norm defineeritakse tema pikkusena:

ol = /a? +a3.

Niide 3. Laigus [a, b] pidevad funktsioonid moodustavad Ba-
nachi ruumi Cfa, b], kus funktsiooni = z(¢) norm defineeritakse
maksimumi abil:

|| = max |z(t)|.
Il = max [z (1)

Ruum Cla,b] on Banachi ruumide teooria rakendustes iiks
sagedamini kasutatavaid ruume. Aga ei Cla, b], rdékimata tasandist
R? voi arvsirgest R, peegelda vihemalgi misiral seda teoreetilist
ja rakenduslikku rikkust, mida pakuvad Banachi ruumid oma
iildisuses ja abstraktsuses.
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3. Kired baasiprobleemi iimber

Banachi ruumide teooria ja selle arvukate rakenduste jaoks
(arvutusmatemaatikas, harmoonilises analiiiisis, osatuletistega di-
ferentsiaalvorrandite teoorias, tdendosusteoorias jm.) on kasulikud
eelkoige niisugused ruumid, millel on teatav “rikas” struktuur,
mis voimaldab Banachi ruumi iildiste elementide l&ihendamist
16plikumodtmeliste, kompaktsete voi muude “lihtsamate” objektide
kaudu. Eriti hea on, kui ruumis on olemas baas.

Oeldakse, et Banachi ruumis X on olemas baas, kui selles ruumis
leiduvad niisugused elemendid ey, eg, . .. (baasielemendid), et ruumi
X iga element x esitub iiheselt 16pmatu summana

Tr=aie1 taex+...+apnep+...,

kus ay, ao,...on arvud. Baasiga Banachi ruumi igat elementi x saab
seega lahendada “lihtsa” 16pliku summaga aje; + asea + . .. + anen,
kus on “méngus” ainult (arvudega korrutatud) baasielemendid.

Baasiga Banachi ruumile on ldhedane separaabli ruumi méiste.
Seal saab elemente lihendada elementidega mingist loenduvast
hulgast. Baasiga Banachi ruumid on separaablid. Kas aga igas
separaablis Banachi ruumis on olemas baas? See nn. baasiprob-
leem oli sonastatud juba Banachi monograafias 1932. aastal ning
baasiprobleemi on peetud iiheks koige olulisemaks ja haaravamaks
probleemiks Banachi ruumide teoorias. Baasiprobleem on tihedalt
seotud aproksimatsiooniprobleemiga (vt. osa “Aproksimatsiooni-
probleem ja valge hani” artiklist [10] v6i [11]). Tuhanded matemaa-
tikud tegelesid baasi otsimisega separaablis Banachi ruumis, sest
valdavalt usuti baasiprobleemi positiivsesse lahendusse.

Pisut sain minagi ndha baasiprobleemi timber moéllavat kirge
matemaatikute kogukonnas. Nimelt oli mul tudengina see 6nn,
et GENNADI VAINIKKO vottis ka mind (kuigi minu juhendaja oli
GUNNAR KANGRO) kaasa Voronezi talvekooli, kuhu kogunesid ma-
temaatikaprominendid kogu N. Liidust. Koige elavamat vastukaja
tekitas seal iiks baasiprobleemile voimalikku positiivset lahendust
ennustav ettekanne (F. VAHER). Pidrast seda algas kirglik, pikk
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ja iisna tavatu arutelu. Auvidrsed hallipdised akadeemikud ja
professorid muutusid justkui poisikesteks, kes iiksteist katkestades
vaidlesid, et kas voib olla baasi voi mitte. Nii et asi liks peaaegu
héi#letamiseks. Tudengile pakkus see igatahes iipris naljakat vaate-
pilti. See oli jaanuaris 1972.

Seda dramaatilisem oli negatiivne lahendus, mis saabuski juba
1972. aastal: noor rootsi matemaatik PER ENFLO konstrueeris se-
paraabli Banachi ruumi (pealegi veel nii hea omadusega nagu reflek-
siivsus), milles ei olnud baasi (sel ruumil polnud isegi mitte aprok-
simatsiooniomadust). Asja 28-aastaseks saanud Enflo kandis oma
konstruktsiooni ette esinduslikul konverentsil Jeruusalemmas 1972.
aasta juunis. Kuulus rumeenia matemaatik IVAN SINGER kirjeldas
seda mulle (9 aastat hiljem) jargmiselt. Auditoorium oli alguses
roomsalt-skeptiliselt meelestatud: loodeti, et Enflo tdestuses on ehk
liink sees. Aga toestuskiigu arenedes muutus saal jarjest tosisemaks
ning ettekande loppedes valitses pikka aega siinge hauavaikus:
liigagi paljud auditooriumi hulgast olid ju aastakiimnete jooksul
andnud kogu oma energia piilidmaks baasiprobleemi positiivselt
lahendada.

4. Aproksimatsiooniomadus

Niisiis, baasi ei tarvitse olla isegi separaablites refleksiivsetes Ba-
nachi ruumides ning baasi pole ammugi olemas mitteseparaablites
ruumides. Nendel ruumidel v6ib aga olla mingit sorti aproksimat-
stooniomadus. See on teooria ja rakenduste jaoks kasulik Banachi
ruumide struktuuriomadus, mis voimaldab ruumi iildiseid elemente
ldhendada elementidega teatud loplikumostmelistest alamruumi-
dest. Aproksimatsiooniomadustega ruumide kirjeldamine on olnud
iiheks koige populaarsemaks klassikaliseks probleemiks funktsio-
naalanaliiiisis, huvitdusudega 1970ndatel ja 1990ndatel aastatel
(vt. osa “Aproksimatsiooniomaduse olemus” artiklist [10] voi [11]).
Maérgatav huvitous on tdheldatav alates aastast 2005, mil ajakirjas
Mathematische Annalen ilmus artikkel [7], kus evitasime ndrga
tokestatud aproksimatsiooniomaduse ning analiilisisime klassikalise
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aproksimatsiooniomadusega seotud probleeme téiesti uute vaate-
nurkade alt. Uuringutesse on olnud haaratud matemaatikud rohkem
kui tosinast riigist iile maailma, nende seas néiteks niisugused
tippmatemaatikud nagu ARON, BOTELHO, FIGIEL, GODEFROY,
JoHNSON, A. Lima, MAESTRE, PELCZYNSKI, PINEIRO, PLICHKO,
REINOV, YOST jt. Auhinnatud toéodetsiikkel kuulub samasse “lai-
nesse”: Banachi ruumide struktuuri iseloomustatakse uute, viima-
sel kiimnel aastal ilmunud aproksimatsiooniomaduste terminites.
Toodetsiiklis on selleks loodud uued toestusmeetodid, mis paikne-
vad funktsionaalanaliiiisi ja operaatorite teooria interaktsioonialal.
Olulisemateks votmesonadeks on seejuures tensorkorrutised ja ope-
raatorideaalid.

5. Tensorkorrutised ja operaatorideaalid

Kéesoleva ridade autor sukeldus Banachi ruumide teooriasse
1980. aasta stigistalvel. Eelnevalt olin tegelenud summeeruvusteoo-
riaga ning lokaalselt kumerate ruumidega (need on Banachi ruumi-
dest tunduvalt iildisemad objektid, mistottu nende struktuur pole
nii rikkalik kui Banachi ruumidel), dppinud Leningradi Riiklikus
Ulikoolis prantsuse keelt, dpetanud selles keeles tulevasi insenere
Mali Vabariigi pealinnas Bamakos (vt. [9]) ning teinud paljut
muudki. Nii et vahele oli ja&dnud tervelt viis aastat, mil ma iileiildse
matemaatilist uurimistéod ei teinud.

1980-81 oppeaasta oli mul onn veeta N. Liidu stazodrina ja
iihtlasi Prantsuse Vabariigi stipendiaadina Marseille’s. Marseille’sse
sattusin ma seoses N. Liidu poolt vallapaéstetud Afganistani
sojaga. Ise soovisin kiill Pariisi ning N. Liidu poolne taotlus
oligi Pariisi jaoks, kuid maailmakuulus matemaatik LAURENT
ScHWARTZ (Fieldsi preemia 1950), kes Afganistani sdja asjus
aktiivselt N. Liidu vastu vélja astus, olevat soovinud vaenuliku N.
Liidu esindajat iseendast ja seega ka Pariisist voimalikult kaugele
saata. Sellest Marseille’sse pagendamise loost ridkis mulle professor
BILLARD, kelle juurde Marseille’sse Schwartz mind suunaski.
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Professor Billard’i seminaris uuriti parajasti RETHERFORDI ja
STEGALLI fundamentaalset t66d (Trans. Amer. Math. Soc., 1972),
mis tugines Banachi ruumide tensorkorrutiste teooriale. Niisiis
pidin ma iseseisvalt ja kiiresti endale selle teooria selgeks tegema.
Tensorkorrutiste teooria oli loonud ALEXANDER GROTHENDIECK
(Fieldsi preemia 1966) 1950ndatel aastatel ja seda peetakse viga
keeruliseks teooriaks. Oppisin pohiliselt Grothendiecki 1955. aastal
ilmunud pohjapaneva, aga lakoonilises stiilis monograafia Produits
tensoriels topologiques et espaces nucléaires, nn. Grothendiecki
memuaari, jargi. Juhtus nii, et motlesin enda tarbeks vilja lihtsama
alternatiivse késitluse, mis voimaldas mul juba paari kuu pérast kir-
jutada oma esimene teadusartikkel tensorkorrutiste kohta. Igatahes
peeti mind mone aasta pérast tensorkorrutiste spetsialistiks ning
kutsuti 1989. aastal sellekohast loengukursust lugema Pariisi VI ja
VII Ulikooli doktorantidele, teaduritele ja ppejoududele.

Kui kahe Banachi ruumi tensorkorrutis on iiks uus (rikkalike
omadustega) Banachi ruum, mis nende kahe pohjal moodustatakse,
siis operaatorideaali jaoks peaks koigepealt riddkima operaato-
rist. Operaator on koolimatemaatikast tuntud funktsiooni tildistus:
operaator on niisugune funktsioon, mille méiramispiirkonnaks on
mingi Banachi ruum ja ka muutumispiirkonnaks on mingi Banachi
ruum. Lisaks eeldatakse operaatorilt lineaarsust ja pidevust. Kui
operaatori vaartuste hulk on l6plikumodtmeline vektorruum, siis
rasagitakse [oplikumdotmelisest operaatorist.

Operaatorideaal on mugav abstraktsioon, mis véimaldab késitle-
da teatud liiki operaatoreid kui iihte tervikut, tdpsustamata see-
juures operaatorite ma#dramis- voi muutumispiirkonnaks olevaid
Banachi ruume. Néiteks koigi operaatorite ideaal on koéige suu-
rem operaatorideaal. Loplikumootmeliste operaatorite ideaal on
aga koige viiksem: ta sisaldub igas operaatorideaalis. Operaa-
torideaalide teooria 16i saksa matemaatik ALBRECHT PIETSCH
1970ndatel aastatel. Praegu on Pietsch 82-aastane klassik. Kui
matemaatikategemist kiputakse pidama noorte parusmaaks (Fieldsi
preemiat antaksegi ainult noortele matemaatikutele), siis Pietsch
on kiipse matemaatikuna jédnud samas “nooreks matemaatikuks”,

Eesti Matemaatika Selts ~ AR 2013-2016 Autorioigus EMS, 2017



Operaatorideaalid ja tensorkorrutised 45

demonstreerides aina uusi nutikaid ideesid ja toestades tugevaid
teoreeme.

Operaatorideaalide teooria ja tensorkorrutiste teooria “kohtu-
vad” 16plikumootmelistel operaatoritel. See on iildteada lihtne fakt,
millele siiamaani pole erilist tidhelepanu pooratud. Auhinnatud
toodetsiikli artiklis [16] pannakse tihele, et iilalmainitud “kohtumis-
paigas” tekivad teatud vorratused, mille abil saab véljendada Ba-
nachi ruumi omadusi nii ruumi enese terminites ( sisevorratused) kui
ka sellest ruumist erinevate ruumide klasside kaudu (vdalisvorratu-
sed). Matemaatikas on aga iiheks laialt levinud iildiseks problee-
miks kiisimus, kuidas ruumi “vélisterminites” kirjeldatud omadusi
moista ruumi enese terminites? Ning, vastupidi, kuidas ruumi
sisestruktuur méjutab “koostegevust” teiste ruumidega?

Sedasorti iildist huvi pakkuvate kiisimuste lahendamiseks sobib
hésti artiklis [16] loodud tensorkorrutisi ja operaatorideaale siduv
sise- ja vilisvorratuste teooria. Teooria rakendusena on néiiteks
antud uus lihtne tdestus Grothendiecki teoreemile projektiivse ja
injektiivse tensorkorrutise kokkulangemise kohta ning on vilja
tootatud tihtne meetod Grothendiecki klassikaliste, Lima—QOja norga
tokestatud ja SAPHARI p-aproksimatsiooniomaduste (kus p > 1 on
arvuline parameeter) uurimiseks. Muuhulgas on tuletatud norga
tokestatud aproksimatsiooniomaduse olemuslik kriteerium ruumi
enese terminites (varasemates toddes olid alati “appi voetud”
ka teised, “vélised” Banachi ruumid) ning tdestatud BOURGAINI
(Fieldsi preemia 1994) ja Reinovi tulemuse parendus Saphari
p-aproksimatsiooniomaduste separaabli ja refleksiivse mé#ratuse
kohta. T66 [16] ilmus iilimalt selektiivses ajakirjas Trans. Amer.
Math. Soc., mis on matemaatikute kogukonnas sama prestiizne
nagu Nature loodusteadlastel.

6. Kompaktsuse vormid ja nendega
seotud operaatorideaalid

Banachi ruumide teoorias ning rakendustes méngib téhtsat rolli
hulkade kompaktsus. Pohjus on selles, et kompaktsed hulgad on
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kiillastunud koonduvate jadadega: iga jada sisaldab endas koonduva
osajada. Koonduvate jadade abil saab aga lahendada ruumi ildiseid
elemente, mis omakorda — tdnu rakendusmatemaatika vahendusele
— avab tee arvutite kasutamisele. Kompaktsuse tugevam vorm
on p-kompaktsus (kus p > 1 on arvuline parameeter). Sedasor-
ti tugevat kompaktsust ja vastavate p-kompaktsete operaatorite
poolt moodustuvaid operaatorideaale on viimasel kaheksal aastal
aktiivselt uurinud paljud matemaatikud iile ilma. Mitmed taoliste
operaatorideaalide kohta piistitatud struktuuriprobleemid leiavad
lahenduse t66detsiikli artiklites [1], [2], [17], [18].

Néiteks oli artikli [18] ajendiks hispaania matemaatikute DEL-
GADO ja Pineiro (Proc. Amer. Math. Soc., 2011) poolt piistitatud
véljakutsuvalt elementaarse sonastusega probleem: kas Banachi
ruumis nulliks koonduv p-kompaktne jada on alati p-null jada? Ma-
temaatika ajalugu on korduvalt ndidanud, et lihtsalt sonastatavad
probleemid voivad olla raskesti lahendatavad. Lahendamisel tekivad
aga reeglina uued meetodid, mis voivad kasutada iisnagi keerulist
matemaatilist aparatuuri. Nii juhtus ka Delgado—Pineiro probleemi-
ga: probleemi lahendusvoti oli peidus operaatorideaalide ja tensor-
korrutiste teooriate piirimail [18]. Artikli [18] iiheks pdhitulemuseks
on Grothendiecki kuulsa tuumaoperaatorite teoreemi parendus-
iildistus, mis annab kvalitatiivse panuse isegi tuumaoperaatori-
te teooria klassikasse. Selle rakendusena arendatud teooria si-
saldab uusi tulemusi mitmesuguste operaatorideaalide vallas (p-
tuumaoperaatorid, (r,p,q)-tuumaoperaatorid, p-kompaktsed ope-
raatorid) ning véimaldas parast p-null jadade kirjeldamist Chevet—
Saphari tensorkorrutiste kaudu (veel iiks oluline tulemus) lahenda-
da positiivselt Delgado—Pifieiro probleem. T66 [18] ilmus ajakirjas
J. Funct. Anal., mis on funktsionaalanaliiiisi valdkonna absoluutne
tippajakiri.

Artiklis [17] on toestatud, et india matemaatikute SINHA ja
KARNI (Studia Math., 2002) poolt sisse toodud (p, p)-aproksimat-
siooniomadus iihtib alati klassikalise aproksimatsiooniomadusega,
ning ta ei ole mitte viimase iildistus nagu siiamaani arvati. Ra-
kendusena on iseloomustatud Lebesgue’i ruumide kinniste alam-
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ruumide ja faktorruumide aproksimatsiooniomadust p-kompaktsete
operaatorite ideaali kaudu. Samuti on lahendatud iiks Delgado,
Pifieiro ja SERRANO (J. Math. Anal. Appl., 2010) piistitatud
probleem ning néidatud, et p-kompaktsete ja klassikaliste Pietsch—
Fourie-Swarti p-kompaktsete operaatorite ideaalid on omavahel
téiesti erinevad operaatorite klassid.

Artiklis [1] on evitatud (p,r)-kompaktse operaatori mdiste,
mis erijuhtudena haarab endasse nii Bourgain—Reinovi kui ka
Sinha—Karni p-kompaktsete operaatorite versioonid. On toestatud,
et (p,r)-kompaktsed operaatorid moodustavad teatavate tuuma-
operaatorite ideaali siirjektiivse katte. Sellest tulemusest ldhtudes
arendatakse (p,r)-kompaktsete operaatorite ideaali kui teatava
kvaasi-Banachi operaatorideaali siistemaatilist teooriat. Selle uue
teooria erijuhuna tekib alternatiivne tunduvalt lihtsam teooria ka
p-kompaktsete operaatorite kisitlemiseks. Artikkel [2] on ulatuslik
siistemaatiline uurimus kompaktsete operaatorite ideaalistruktuu-
ri kohta, mille pohitulemusena on olemuslikult avatud M (r, s)-
ideaalistruktuuri tekkemehhanism.

7. Meetrilise aproksimatsiooni probleem
ikka veel lahtine

Klassikaline aproksimatsiooniomadus tdhendab seda, et Banac-
hi ruumi elemente saab lihendada, kasutades l6plikumodtmelisi
operaatoreid. Kui neid 16plikum&otmelisi operaatoreid on voimalik
valida nii, et operaatorite normid on viiksemad mingist kindlast
arvust, néiteks véiksemad kui 1 000 000, siis 6eldakse, et ruumil on
tokestatud aproksimatsiooniomadus. Viikseim selline toke saab olla
arv 1. Sel juhul 6eldakse, et ruumil on meetriline aproksimatsiooni-
omadus. See oleks siis kbige parem aproksimatsiooniomadus!

Grothendiecki memuaari ndhtamatuks telgjooneks, millest kord
kaugenetakse ja millele kord ldhenetakse, tundub olevat kiisimus,
millises olukorras aproksimatsiooniomadus saab olla meetriline?
Sealt parineb ka meetrilise aproksimatsiooni probleem: kas Banachi
ruumi kaasruumi aproksimatsiooniomadus on alati meetriline?
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(Margime, et Banachi ruumi X kaasruum on ruumist X ldhtuvate
koigi arvuliste védrtustega operaatorite ruum; kaasruum on ka ise
Banachi ruum.)

Meetrilise aproksimatsiooni probleem on Banachi ruumide teoo-
ria klassikaline probleem, mida 60 aasta jooksul on “riinnanud”
paljud silmapaistvad matemaatikud (&igem oleks vast 6elda, et seda
probleemi on (ménevérra) uurinud enamus Banachi ruumide huvili-
si). Hoolimata koigist joupingutustest, on probleem ikka veel lah-
tine. Koige kaugeleulatuvam lahendus positiivses suunas on: “jah”,
kui kaasruumil v&i kaasruumi kaasruumil on Radon-Nikodymi
omadus. Kuid seegi teoreem on vana, péarinedes 1970ndate aastate
16pust. Sedalaadi teoreemide toestusi iseloomustab kuulus ameerika,
matemaatik CASAZZA kui “miistilisi”: iga samm tdestuses on kiill
arusaadav, aga miistiliseks ja&ab iildpohjus, miks need sammud kok-
ku ikkagi tdestuse annavad!?! Selle vana teoreemi (voi erijuhtude)
iiksteisest erinevaid tdestusi on leitud palju (autoriteks niiteks
CHO, DIESTEL, Godefroy, Grothendieck, Johnson, A. Lima, LIN-
DENSTRAUSS, NYGAARD, Oja, Reinov, Saphar, TZAFRIRI, UHL).
Kuigi on ilmunud ka asja olemust selgelt avavaid toestusi ([7],
[12], [16]), pole siin veel mitte keegi suutnud iiletada 1970ndatest
aastatest parinevat Radon—Nikodymi omaduse “piiri”.

Meetrilise aproksimatsiooni probleemile lahendusteede otsimisel
peetakse labimurdeks artikleid [7] (kus toestasime, et kaasruumi
aproksimatsiooniomadus on alati norgalt(!) meetriline) ning [12]
(mis néitab kitte probleemi lahendustee, kui ainult keegi oskaks
sobivalt kirjeldada kompaktsete operaatorite kaasruumi!). Minu hea
kolleeg Asvald Lima (Norra) emeriteerus 62-aastasena selleks, et
viimaks ometi olla vaba biirokraatlikust tegevusest ning piiiida
probleemi pohjalikult uurida. See oli ligi 13 aastat tagasi. Meiega on
tostanud koos ka Asvaldi poeg Vegard ning auhinnatud artiklitest
neli ongi selle “siinergia” tulem.

Artiklis [3] on evitatud uudne Banachi operaatorideaalist soltu-
va tokestatud aproksimatsiooniomaduse moéiste. Originaalse ten-
sorkorrutiste ja 16plikumootmeliste operaatorite faktorisatsiooni
meetodiga on toestatud, et integraalsete operaatorite ideaal méérab
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tokestatud aproksimatsiooniomaduse, kuid tuumaoperaatorite
ideaal médrab norga tokestatud aproksimatsiooniomaduse. Raken-
dusena selgub, et esimesel juhul sobib testruumiks absoluutselt
summeeruvate jadade ruum ¢, teisel juhul aga nulljadade ruum
cp. Siit piistitub loomulik kiisimus, kas testruumiks voiks sobida ka
mingi iiks klassikaline ruum? Artiklites [5] ja [6] ongi toestatud, et
molemil juhul sobivad testruumiks nii ruum C[0, 1] (vt. Néide 3) kui
ka 16igus [0, 1] integreeruvate funktsioonide ruum L,[0, 1], samuti
suvaline Lindenstraussi ruum, mille kaasruumil puudub Radon-
Nikodymi omadus. Toéestusmeetod on kiillaltki komplitseeritud
ning kasutab artikli [16] tulemusi.

Artikli [3] edasiarendusena (tuues sisse uudse momendina li-
neaarsplainid) avastati artiklis [4], et Banachi ruumidel v6ib esineda
téiesti uut tiitipi struktuur, mis meenutab kahe tiivega puud.
Artiklis [4] evitataksegi kahe tiivega puu moiste ja pohitulemusena
kirjeldakse absoluutselt summeerivate operaatorite ruumi kahe
tiivega puude terminites. Pohitulemusel on olulisi rakendusi isegi
Banachi ruumide klassikasse: néiteks 16igus pidevate (ka vektor-
vadrtustega) funktsioonide ruumi uued struktuuriomadused ja Ra-
don—Nikodymi omaduse uus kriteerium. Artikli [4] edasiarendusena
on artiklis [6] saadud olulisi tulemusi Lindenstraussi ruumidelt
lahtuvate operaatorite ruumide struktuuri kohta, kusjuures on
evitatud separaabli Lindenstraussi ruumiga seotud puu maiste.

8. Uued aproksimatsiooniomadused

Matemaatikaklassikud Figiel, Johnson ja Pelczyriski (Israel J.
Math., 2011) toid sisse uue olulise Banachi ruumide struktuu-
riomaduse — paaride tokestatud aproksimatsiooniomaduse. Paari
moodustavad siin Banachi ruum X ja tema alamruum Y ning
tegemist on niisuguse tokestatud aproksimatsiooniomadusega, mille
puhul ldhendavad loplikumé6tmelised operaatorid peavad viima
alamruumi Y elemendid tagasi ruumi Y.

Selle uue omaduse uuringutesse annavad panuse artiklid [8]
ja [20]. Artiklis [20] sisaldub vidhemalt kaks olulist teoreemi,
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sealhulgas paaride tokestatud aproksimatsiooniomaduse duaalsus-
teoreem. Toestamiseks on loodud iildine meetod, mis tugineb
nii integraalsete operaatorite ideaali #rakasutamisele (teoreemide
sonastuses ei viita miski integraalsetele operaatoritele) kui ka
operaatorideaalide poolt méératud tokestatud aproksimatsiooni-
omaduse kriteeriumile artiklist [13]. Artiklis [8] on evitatud operaa-
torite kumera hulga poolt defineeritud aproksimatsiooniomaduse
moiste — kumer aproksimatsiooniomadus— ning loodud vastav iihtne
toestusmetoodika. See sobib niiteks Banachi vorede positiivsete
aproksimatsiooniomaduste kiisitlemisel asendama NIELSENI (Israel
J. Math., 1988) vigagi tehnilist vorespetsiifilist aparatuuri. See
holmab aga ka Banachi ruumide paaride aproksimatsiooniomadust.

Uheks koige vahetumaks baasi iildistuseks on kommauteeruv
tokestatud aproksimatsiooniomadus, mille korral lahendavad 16pli-
kumootmelised operaatorid on omavahel paarikaupa kommutee-
ruvad. Seda omadust on pohjalikult uuritud iile 20 aasta. 2001.
aastal ilmus Casazza, KALTONI ja WOJTASZCZYKI teoreem, millest
selgus, et kommuteeruv tokestatud aproksimatsiooniomadus on
iisna haruldane omadus, mida pole isegi tokestatud jadade ruumil
loo. T606s [19] on evitatud asimptootiline kommuteeruv tokestatud
aproksimatsiooniomadus, mis on laialt levinud (nt. on olemas
koigil Banachi ruumide kaasruumidel, sh. ruumil fo). Artikkel
[19] sisaldab vdhemalt neli olulist teoreemi, kust selgub, et kui
ruumil on asiimptootiline kommuteeruv tokestatud aproksimatsioo-
niomadus, siis see ruum on kiillastunud alamruumidega, millel on
“vaga heal” kujul kommuteeruv tokestatud aproksimatsioonioma-
dus; need alamruumid on lokaalselt tdiendatavad ja erijuhtudel
koguni tédiendatavad. Toestusmeetod on suhteliselt komplitseeritud
ning kasutab mitmekesist operaatorite teooria ja funktsionaala-
naliitisi aparatuuri.

Lopetuseks soovib autor mainida Eesti Haridus- ja Teadusmi-
nisteeriumi institutsionaalset uurimistoetust IUT20-57.
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