Kompleksarvud ja p66rded tasandil
(miks see fiitisikas nii vajalik on)

| MAIDO RAHULA |
Tartu Ulikool

1. Euleri valemid

On olemas kolm thikut: naturaalarv 1, imaginaariihik ¢ omadusega

i? = —1 ja siimbol j, millel polegi diget nime, kuid tema omaduseks

on j2 = 1. Seame nendele vastavusse kolm 2. jarku maatriksit E,
I, J,

(L,4,7) ~ (E,I,J),
10 0 -1 01
g I R ) B
Maatrikseil I ja J on samasugused omadused, mis iihikutel ¢ ja j:
il=-1,j2=1 ~ I*=—-FE, J)=E.

Kehtivad tuntud valemid

e = cost +isint, /' = cosht + jsinht (1)

ning sellised valemid kehtivad ka maatriksite It ja Jt eksponent-
siaalide puhul:

el = Ecost + I'sint, e’t = Fcosht + Jsinht. (2)

Koiki nelja valemit (1) ja (2) nimetame Euleri valemiteks, kuigi
tegelikult Euleri valemi all tuntakse vaid valemit e’ = cost+isint.
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Vihje Euleri valemite tdestuseks. Valemid (1) toestame jirgmise skeemi
jéargi (arutlused jatame lugejale; mainime vaid, et rida e” koondub absoluutselt
ja selletdttu saab teda esitatada kahe rea summana):

@ _ r *r .z T _
e 71+ZL’+2+3'+4!+5'+
_ - B 3 45
_( Tyt +"')+(w+ TR +)
; 2t 2
— it _ v v . v v o ..
=1t~ e —(1 2+4! ,..)+z(t 3!—1—5! ...)—cost—i—zsmt7
N 2 4 3 5
— gt _ : _ . s
r=jt~e —(1+5+I+...)+j(t+§+ﬁ+...)—cosht—}—jsmht.

Sama skeemi jirgi tdestame valemid (2).

Esitame valemid (2) maatrikskujul

(3)

It cost —sint J¢ _ |cosht sinht
~ |sint cost |’ ~ |sinht cosht|’

It Jt

Sellisel kujul ndeme, et iga eksponentsiaal e'* ja e’ méérab

lineaarrithmas GL(2,R) 1-parameetrilise alamrithma, ehk ka kover-
joone, mille puutujavektoriks rithma iithikus E on Lie algebra
gl(2,R) element, kas I voi J,

I, Jegl(2,R) = €t ¢/t e GL(2,R).

Rithma GL(2,R) toimeks tasandil on tsentroafiinsed teisendused.

2. Lineaarne vektorvéili ja lineaarne voog

Tasandi koordinaatfunktsioonid (u,v) mééravad iitheaegselt natu-
raalse baasi — osatuletiste operaatoritest reeperi ja diferentsiaali-
dest duaalse koreeperi. Kasutame veerumaatrikseid U, U’ ,dU ja
reamaatriksit Oy,

_|u ;| _ldu o o
e F e M R o

Baasi (0y, dU) duaalsus tdhendab vordust dU(0y) = E.
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Koéneleme vektorviljadest. Vektorvili X reeperis Oy on méa-
ratud komponentidega (x,y), mis on koordinaatide (u,v) siledad
funktsioonid!. Seega vektorvili X on diferentsiaaloperaator ja seda
voib rakendada funktsioonile f. Tulemuseks on tuletis X f ehk
lihtsamas téhistuses® f,

0 0 of of
X=x— = gL
Tou Vo0 T T Vo
Rakendades vektorvilja X koordinaatfunktsioonidele saame tule-
museks vektorvilja komponendid (z,y):

v = x(u,v)
{ ’_ (4)
v =y(u,v).
Vektorvilja iseennast on hea esitada ka maatrikskujul:

X = oyl

Samas on tegu diferentsiaalvorrandite siisteemiga (4). Selle lahend
miirab voo? a; = exptX ning ka iga punkti (u, v) trajektoori (ug, vy)
VOOS ay.

Erilist huvi pakub lineaarne vektorvdli X, kui tema komponen-
did U’ on koordinaatide U lineaarfunktsioonid, st U' = CU, kus C
on konstantne 2. jirku maatriks. Vordus U’ = CU on siin siisteem
(4) ja selle lahendi mé#rab antud juhul maatriksi C't eksponentsiaal:

U'=CU = U =e""U.

Erijuhul maatriks C' v6ib olla kas maatriks I vo6i ka maatriks
J. Esimesel juhul siisteemi U’ = IU lahendiks on U; = €!'U ja
sellest jéareldub siisteem U” 4+ U = 0, mille lahendiks omakorda on
U; = U cost + U’ sint; teisel juhul siisteemi U’ = JU lahendiks on

Vektorviljadega saab lihemalt tutvuda raamatust [1]. Siledus tihendab
diferentseeruvust.

230biv on kasutada priime, kui teame, millise vektorviilja suhtes diferentsee-
rimine toimub.

3Voog a; on tasandi teisenduste 1-parameetriline rithm.
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Us = e’tU ja sellest jiareldub siisteem U” —U = 0, mille lahendiks on
omakorda U; = U cosht + U’ sinh t. Méngu tulevad Euleri valemid
(2):
a)C=1,U =1U,U"+U =0, U =e''U = Ucost + U'sint,
U = ucost —vsint
{ t w2 02 = u? 40,

vy = usint + v cost,

b)C=J,U =JU,U"-U =0, U = e’'U = Ucosht + U'sinht,

uy = ucosht 4+ vsinht 9 9 9 9

v = usinht + vcosht,

Juhul a) on tegemist vektorviljaga

0 0
X = —U% —I—u%,

mille trajektoorideks on ringjooned ning invariandiks on funktsioon
u? + v?; tasandil uv toimib elliptiline piore®.

Juhul b) on tegemist vektorvéljaga

0 0
X—v%—i-u%,

mille trajektoorideks on hiiperboolid ja invariandiks on funktsioon
u? — v?; tasandil uv toimib hiiperboolne péire.
Stisteemid a) ja b) kirjutame lahti, et lihtsam oleks tépsustada

eksponentsiaalide e!t ja e’ esitusi uv-tasandil, vt (3):
u| _ |cost —sint U u|l  |cosht sinht U
ul, [sint cost u|’ u], [sinht cosht| [u]’
Uldjuhul maatriks C' erineb maatrikseist I ja J, kuid peamiseks

jaavad siiski elliptilised ja hiiperboolsed pdérded, mida iildjuhul
voib moéjutada homoteetia — tasandi paisumine voi kahanemine.

4 Afiinsel tasandil tuleb riiikida ellipsitest, kuna ringjoone mdistet seal pole.
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3. Klassifikatsioon: fookused, sadulad,
solmed

Esineb kolm erinevat tiilipi lineaarseid vektorvalju tasandil. Li-
neaarsel vektorviljal on 0-punktis isedrasus (singulaarsus) ja selle
punkti ldheduses trajektoorid moodustavad nn faasiportree — kas
fookuse, sadula v6i sélme. Uurime neid singulaarsusi ldhemalt.

Maatriksil C on selle determinant, jilg — peadiagonaali elementi-
de summa, ning ruutvorrandi det(C' —AE) = 0 lahendid — maatriksi
C omavddrtused A ja Ao :

C, detC, trC,
det(C — AE) = A2 = Atr C + det C,
AL+ XA =trC, Ay = det C.

Kehtivad Viete’i valemid — omavairtuste summa vordub jéljega ja
korrutis determinandiga. Ruutvérrandi diskriminandi esitame kujul

A= %trZC— det C = (Al ;AQ)Q.

Soltuvalt diskriminandi mérgist esineb kolm juhtu: omavairtused
on kas kaaskomplekssed, reaalsed erinevad voi vordsed. Igal juhul
eksponentsiaal e“* avaldub omamoodi:

1) Ma=a+pitrC=2aq,detC =a?+ 3% A=-3%

eCt = eo‘t{E cos Ot + (C — aF) sinﬁﬂt}’

2) M2 =a®8, trC =2a,detC =a®— 5% A =32

inh gt
eCt = eat{Ecosh,Bt + (C — aF) smﬁﬁ },
M =X=a,trC =2a,detC =a? A=0,

eCt = eat{E +(C — aE)t}.
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Et

Vihje toestuseks. Esiteks, vottes arvesse e*®! = e*' E, kirjutame

Ct _ _aFEt (C—aE)t _ _at (C—aE)t,
e"=e"""e =ee ;

teiseks, mirkame (C' — aF)?> = B?E ja arvutame Euleri valemite eeskujul
eksponentsiaali e“ =" vt avaldised sulgudes {...}. Minnes juhtudel 1) ja
2) piirvédrtustele:

. . . in 5t . inh St
lim cos 8t = lim cosh 8t =1, lim sin 8 — lim 22 B =1,
B—0 B—0

g—o f3 g—0 B

tuleme juhule 3).

Eksponentsiaalile e®®* ehk e™E vastab homoteetiate rihm;
juhul @ > 0 vektorvilja trajektoorid eemalduvad kiirtena O0-
punktist (tasand paisub) ja juhul o < 0 lihenevad O-punktile
(tasand tombub kokku):

X = oy(al), U' = al, U = e™U.

Fookused, sadulad ja solmed homoteetiate moéjul moonduvad.
Euleri valemid kuuluvad juhtude 1) ja 2) alla, kui homoteetiad
puuduvad (a = 0):

1)*C:I:>detI:].,tI'I:O,A:—l,)\LQ::]:Z‘,O[:O”B:L
It _ .
e = FEcost+ Isint,

2 C=J = detJ=—-1,trJ =0, A=1,\2==%£l a=0,

B =1,
e/t = Fcosht + Jsinht.
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Singulaarsused. Lineaarsel vektorviljal on 0-punktis isedrasus ehk singu-
laarsus®:

la) (> 0, A < 0) = ebastabiilne fookus: elliptiline poore paisuval tasandil,
spiraalsed trajektoorid eemalduvad O-punktist.

1b) (a < 0, A < 0) = stabiilne fookus: elliptiline péore kahaneval tasandil,
spiraalsed trajektoorid lahenevad 0-punktile.

2a) (@« > 0, A > 0) = ebastabiilne solm: hiiperboolne péére paisuval
tasandil, trajektoorid eemalduvad O-punktist, asiimptoodid ei kooldu.

2b) (a < 0, A > 0) = stabiilne solm: hiiperboolne psore kahaneval tasandil,
trajektoorid lahenevad 0-punktile, asiimptoodid ei kooldu.

3a) (a > 0, A = 0) = ebastabiilne paraboolne sélm: rédplikke paisuval
tasandil, trajektoorid eemalduvad O-punktist, ei kooldu liikkkesuunaline sirge.

3b) (¢ < 0, A = 0) = stabiilne paraboolne solm: rédplitkke kahaneval
tasandil, trajektoorid lahenevad 0-punktile, ei kooldu liitkkesuunaline sirge.

Suurus 8 médrab voo kiiruse ja fookuste puhul ka péorlemise suuna.

Kompleksarvu télgendus iildjuhul:
z=a+Bi, Z=aFE + BI, tr Z = 2a, det Z = o* + 2,
A=—8% \o=a+pi,
et = e (E cos 8t + I sin ﬁt) .

Kompleksarvule z vastab ebastabiilne voi stabiilne fookus, st pdorete rithm
paisuval voi kahaneval tasandil. Kaaskompleksarvule Z vastavad samad pdorded,

kuid vastassuunalised.

4. Lineariseerimine

Lineaarsel vektorviljal on {iks téhtis ja eriskummaline omapéra.
Kui koneleme paisuvast/kahanevast tasandist, siis see paisumi-
ne/kahanemine ei toimu vaid O-punkti suhtes, samamoodi tasand
paisub/kahaneb iikskdik millise teise punkti suhtes. Veelgi enam,
kui vaatleja liigub lineaarse vektorviélja trajektooril ja jalgib teiste
punktide liikumist igaiihte oma trajektooril, siis tema liikuvas
teljestikus ta néeb samasugust voogu ja samasugust singulaarsust
(fookust, sadulat, sdlme), mida me ndeme O-punkti iimbruses.

5 Allpool joonisel 1 on niidatud neli voogu: homoteetia, fookus, sadul ja sdlm.
Iga voog kordub liikuvas teljestikus.
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-
- /ﬁ'\‘

N J

Homoteetia o
\l/ VN
Sadul o

Joonis 1. Globaalne ja lokaalne.

Sellist olukorda tasub analiilisida. Vektorvilja X voos a; toimub
nii funktsiooni f kui ka vektorvilja Y ja 1-vormi ® teisendus ning
me saame konelda nende Lie tuletistest® vektorvilja X suhtes:

F=Xf, Y =LxY=XY-YX, & =[x

Arvutame esiteks Lie tuletise Y. Rakendame Leibnizi valemit puht-
formaalselt “korrutisele” Y f. Kuna f on siin suvaline funktsioon,
saame Y/’ = [XY]:

Y =Y f+Yf, Yf=XYf-YXf Y =XY-YX=[XY].

Lie tuletise @ leidmiseks rakendame Leibnizi valemit “korrutisele”
o(Y):

(@(Y)) =" (V) + oY), @ (Y)=(a()) —a1).

SLie arvutuse alused on pohjalikult esitatud kirjanduses, vt niiteks [2], [3].
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Juhul, kui 1-vorm & on funktsiooni f diferentsiaal, siis, kuna
kehtivad vordused ® = df, df(Y) = Y f, df(Y') = Y'f, annab
viimane valem jarelduseks

(df) (V)= XY f-XYf+YXf=df(Y),
kus Y on suvaline vektorvéli. Jadtame &ra Y ning saame reegli:

funktsiooni f tuletise diferentsiaal on diferentsiaali df tuletis,

d(f") = (df)', d(Xf) = Lx(df)- (5)

Reegel annab téhtsa implikatsiooni — lineaarne voog koordinaatides
U kordub tapselt litkuva teljestiku koordinaatides dU:

U'=CU=U,=eU|=| (dU) = CdU = (dU), = “tdU |.

Sellega on pohjendatud lineaarse vektorvilja ja selle voo globaalne-
lokaalne omapéra.

Naturaalne baas (R,0) = (0y,dU) teiseneb lineaarses voos
vastavalt derivatsioonivalemitele:
R = —RC Ry = Re™ "
0 =Coe 0, = 'O

Reeperi ja koreeperi duaalsus ©(R) = E siilub”.
Juhul C = —TI ilmutab end jille Euleri valem e/ = Ecost +
+ Isint, baas (R, ©) pdorleb positiivses suunas (vastu kellaosutit):

R"+R=0 N R; = Rcost + R’sint
" +0=0 O; = Ocost + O sint.

"Kuna teisendusel a; kontravariantsed suurused, nagu vektorviljad, liiguvad
ithes suunas ja kovariantsed suurused, nagu 1-vormid, teises suunas, siis baasi
(R, ©) puhul, et duaalsus siiluks, on reeperile R vaja rakendada teisendust a¢
ja koreeperile © poordteisendust a_¢, voi vastupidi.
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R
Joonis 2. Euleri poorded.

Joonisel 2 on néidatud poodrded tasandil. Reeper R poorab end
samamoodi, nagu voog iimber 0-punkti®. Sellise pé6rlemise tekitab
maatriks I ning ka imaginaarithik i selle laiemas tolgenduses.
Tiapsemalt, maatriks I tekitab eksponentsiaali e/t ja see omakorda
tekitab poorete rithma tasandil.

Mirkus. Miistilisel kombel on kolm suurust e, 7w ja ¢ koos iihes valemis
€™ = —1, vt Euleri valem juhul, kui ¢t = 7. Joonisel 2 see valem demiistifitseerub:
R. = —R, reeper teeb poorde 180°.

5. Mittelineaarne vektorvili

Kui vektorvili X on mittelineaarne, siis siisteemist (4) jareldub ka
lineaarne siisteem, kuid diferentsiaalide jaoks:

du /_ Tu Lo du

dv|  \yu yo| |dv|’
Komponentide = ja y osatuletised on siin Jacobi maatriksi ele-
mentideks. Fikseeritud punktis Jacobi maatriks fikseerub, see on

8Nagu eespool 6eldud: lineaarne voog muutkonnal kordub muutkonna
puutujaruumis.
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konstantne ning puutajaruumis (koordinaatides dU) tekitab li-
neaarse voo. Ilmselt, lineaarne voog iseloomustab globaalset voogu
vaid antud punkti timbruses. Teisisonu, globaalne mittelineaarsus
lokaalselt lineariseerub.

Moistagi, lokaalne ettekujutus globaalsest voost muutub punk-
tist punktisse. Kiill aga globaalse lineaarse voo puhul selle lokaalne
esitus ei erine globaalsest ja minnes {iihest punktist teise selle
muutust ei toimu®.

Niide. Olgu uv-tasandil antud mittelineaarne vektorvéli X.

v

N
BN

Joonis 3. Mittelineaarsus.

Siisteem (4) médrab voo a;. Seda voogu iseloomustavad lokaalselt
Jacobi maatriks C, selle jilg, determinant ja diskriminant A:

9Sageli viidetakse, et kuna meie e-iimbruses toimub paisumine, siis
ka universum paisub. Tegelikult lokaalne pilt pole adekvaatne globaalselt
toimuvaga.
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{U'Zu—v—u(u2+v2) 1-3u2—v?  —1- 2w
u = u+v—vu®+0?), S 12w 1—u?—30%)
trC = 2(1 — 2u* — 20?),
det C = 3(u?® + v*)? — 4(u® +v?) +2 > 0,
A= (u?+0v*)? -1

Kohe néeme, et vektorvilja X vektori pikkuse ruut (komponentide
ruutude summa) on (u? + v?)% mis tidhendab, et O-punktist
eemaldudes liikumise kiirus trajektooridel kasvab ja O-punktile
ldahenedes kiirus aeglustub.
Joonisel 3 on niidatud faasiportree ja selle atraktor — ringjoon
r = 1, millele ldhenevad seest- ja véljaspoolt vektorvalja trajektoo-
rid.
V2

Joonisel 4 allpool ndeme kaht kontsentrilist ringjoont r = %=

w‘&w

ja r = 1 moodustamas rongast. Viiksemat ringjoont r =
libides muudab marki jilg tr C', ldbides suuremat ringjoont r = 1
muudab mérki diskriminant A. Kui liikuda rénga seest réngast
véilja, siis kahel ringjoonel toimivad bifurkatsioonid. Vahelduvad
rezitmid: rongale minnes ebastabiilne fookus muutub stabiilseks
(paisumine kahanemiseks) ning rongalt véljudes elliptiline voog tei-
seneb hiiperboolseks (fookusest saab solm). Muuseas, iileminekud
on vaid hetkelised ja toimivad sujuvalt, nii, nagu néiteks tavaline
funktsioon muudab tuletise mérki ekstreemumpunkte labides.

Olukord on vast lihtsam polaarkoordinaatides (7, ¢):
{u:rcoscp {T/:T‘(l—TQ)
. = /
v =rsinp p =1,

trC:2(1—2r2), detC=3rt —4r2+2, A=r*-1,
0 0
X =r(l —r?) = + .
r( T)ar dp
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y, &

——<r<l1 p

Joonis 4. Bifurkatsioonid ja reziimid.

Teeme veel iilevaate, kuidas reziimid vahelduvad:
a) ronga sees: r < ?, A <0, trC > 0 — ebastabiilne fookus,
b) ronga sisepiiril: r = g, A <0, trC = 0 — fookus (elliptiline
poore),
c) ronga peal: g <r<1, A<O0, trC < 0 - stabiilne fookus,
d) ronga vilispiiril: » = 1, A = 0, trC < 0 — stabiilne
paraboolne s6lm,
e) rongast viljas: r > 1, A > 0, tr C < 0 — stabiilne s6lm.

Lopetuseks iiks huvitav arutluskidik. Eeldame, et universum
on mittelineaarne, nagu naidatud joonisel 3. Vottes arvesse koik
galaktikad ja koikvoimalikud struktuurid, mis meid iimbritsevad,
oleme ikkagi oma viikeses e-timbruses, kus valitseb lineaarsus. Meie
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maailm nagu paisub ja me arvame, et kogu universumis toimib
homoteetia, nagu kujutatud joonisel 1. V6ib pidada véimalikuks,
et meie oma e-iimbrusega liigume mingis hajuvas voos, néiteks,
mittestabiilses s6lmes; sel juhul oleks pohjendatud ka nn esmapaugu
teooria. On ka teisi voimalusi — me tajume oma maailma, néiteks
sellisena, nagu ndeme iihel juhtudest a, b, ¢, d, e joonisel 4. V6ib
arvata, et koik need lineaarsed maailmad eksisteerivad, kuid uni-
versumi erinevates paikades. Kas on meil sel juhul véimalik minna
iihest lokaalsest maailmast teise? Moistagi, see oleks voimalik, kui
meie oma e-iimbrusega liiguksime, nagu iilalpool nédidatud, asendist
a asendisse b, sealt asendisse c jne, elades iile vast mingil ajal ja
mingis kohas ruumi timberkorraldusi, st bifurkatsioone. Pd&hiliseks
meie arutlustes jadab igal juhul kindlalt see, et ldhtudes lokaalsest
maailmast ei saa teha jéreldusi universumi kohta globaalselt. Sest
valdavad struktuurid universumis on ilmselt mittelineaarsed.

Autor avaldab tanu Reimo Palmile abi eest artikli vormista-
misel.

Olgu mainitud Eesti Haridus- ja Teadusministeeriumi institut-
sionaalne uurimistoetus IUT20-57.
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