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Probleemist

2009. aasta aprillis Edinburghis toimunud MICHAEL ATIvAHle’ pii-
hendatud konverentsil Geomeetria ja Fiisika (Geometry and Phy-
sics) teatas MICHAEL HoOPKINS (Harvardi Ulikool) oma ettekan-
des, et ta on koost6os oma kolleegide MICHAEL HiLLiga (Virginia
Ulikool) ja DouGLAS RAVENELiga (Rochesteri Ulikool) lahendanud
Kervaire’i invariandi probleemi, mis oli oodanud lahendust juba 45
aastat.

1960. aastal defineeris MICHAEL KERVAIRE [6] sileda (4k + 2)-
modtmelise taglasmuutkonna jaoks (k # 0,1,3) invariandi, mida
hiljem hakati nimetama Kervaire’s invariandiks. Selle invariandi
védrtused kuuluvad rithma Zo = Z/mod 2 = {0,1}. Samas artiklis
néitas ta, et 10-modtmelise taglasmuutkonna invariant vordub nulli-
ga. Samuti kasutas ta mainitud invarianti tiikiti lineaarse
10-mo6tmelise muutkonna, millel puudub sile struktuur, konstruee-
rimiseks. Hiljem WILLIAM BROWDER [3] tdestas, et Kervairei in-

"MICHAEL FRANCIS ATIYAH (s 1929) — inglise matemaatik; tuntud oma
toodega K-teooria alalt ja Atiyah-Singeri indeksiteoreemiga; sai 1966. a Fieldsi
preemia.
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variant vordub nulliga, kui muutkonna dimensioon rahuldab tingi-
must n # 2F — 2. Jirgnev areng tostis esile kiisimuse, milliste
dimensioonide korral leidub taglasmuutkond, mille Kervaire’i in-
variant on nullist erinev. Kiisimust hakati nimetama Kervaire’s in-
variandi probleemiks. Seda probleemi peetakse oluliseks algebralise
topoloogia ja niiiidisaegse muutkondade geomeetria valdkonnas. Ar-
tiklis [2] néitasid M. G. BARRATT, J. D. S. JONES ja M. E. MA-
HOWALD, et dimensioonides n = 2¥ — 2, kus k = 2, 3, 4, 5, 6, st
n =2, 6, 14, 30, 62, eksisteerivad taglasmuutkonnad nullist erineva
Kervaire’i invariandiga.

2009. aastal toimus oluline l&bimurre Kervaire’i probleemi la-
hendamises. Michael Hopkins, Michael Hill ja Douglas Ravenel [5]
néitasid, et kui taglasmuutkonna dimensioon n > 126 (k > 7), siis
Kervaire’i invariant on 0, st dimensioonides n > 126 ei eksisteeri
muutkondi nullist erineva Kervaire’i invariandiga. Seega Kervaire’i
invariandi probleem ja&b lahtiseks vaid dimensioonis n = 126. Kui
eksperdid kinnitavad, et probleemi lahendus on téielik ja korrektne,
siis eespool mainitud matemaatikute tulemus paneb peaaegu punk-
ti eksootiliste korgema dimensiooniga sfiaéride klassifikatsioonile.
Kervaire’i probleem oli pohitakistuseks mitmemd&otmeliste ruumide
geomeetria ja topoloogia uurimisel. On téenéone, et selle probleemi
lahendus avaldab moju sellise teoreetilise fiiiisika valdkonna nagu
stringiteooria arengule.

Kiesoleva artikli eesmirk on selgitada Kervaire’i invariandi
moistet, kasutades topoloogilise diferentseeruva ja taglasmuutkon-
na ning Arfi invariandi moisteid.

Topoloogiline muutkond
Selgitame topoloogilise muutkonnaga seotud moisteid.

Topoloogilist ruumi M nimetatakse n-maootmeliseks topoloogili-
seks muutkonnaks ehk topoloogiliseks n-muutkonnaks, kui ta rahul-
dab jargmist kolme tingimust:

i) M on Hausdorffi ruum;
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ii) ruumis M leidub loenduv baas (teine Hausdorffi loenduvusak-
sioom);

iii) M on lokaalselt eukleidiline ruum, st suvalise punkti z € M
korral leidub selle punkti timbrus, mis on homéomorfne ruumi
R"™ lahtise hulgaga.

Arvu n nimetatakse muutkonna M dimensiooniks ja seda tdhista-
takse dim M = n.

Muutkonna definitsiooni kolmas tingimus on samavéirne selle-
ga, et suvalise punkti x € M korral leiduvad selle punkti {imbrus
U C M, ruumi R"™ lahtine hulk U’ C R" ja homdomorfism ¢ :
U — U'. Paari (U, ¢) nimetatakse n-muutkonna M kas lokaalseks
kaardiks voi lokaalseks koordinaatsiisteemiks. Kui ¢ € U, siis arve
r1(q), 2%(q), ..., 2™(q), mis on misratud valemiga

nimetatakse punkti ¢ koordinaatideks (lokaalses koordinaatsiistee-
mis (U, ¢)). On ilmne, et punkti ¢ i-s koordinaat z*(¢) on punkti
q pidev funktsioon ja funktsiooni z* : U — R nimetatakse i-ndaks
koordinaatfunktsiooniks.

Defineerime ruumi R” kaks alamruumi H™ ja OH™ jargmiselt:
H"={x= (' 2% ..., 2") €R" | 2" >0}. (1)

OH" = {z = (2, 2°%,...,2") e R" | 2" =0}. (2)

On ilmne, et H" \ 0H™ on n-muutkond, kuna suvalise punkti p €
H™\ OH™ korral leidub selle punkti iimbrus, mis on homéomorfne
ruumi R™ lahtise hulgaga. Analoogiliselt JH™ on ruumiga R?~!
homéomorfne (n — 1)-muutkond. Muutkonda OH™ nimetatakse
alamruumi H" rajaks.

Topoloogilist ruumi M nimetatakse rajaga n-muutkonnaks, kui
ta rahuldab kolme tingimust:

i) M on Hausdorffi ruum;
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ii) leidub M lahtise topoloogia loenduv baas;

iii) suvalise punkti p € M korral leidub selle punkti timbrus U ja
homoéomorfism ¢ : U — U’, mis rahuldavad iihte jirgmistest
tingimustest:

— (a) ¢(p) €U’ kus U’ ¢ H" \ OH™;
— (b) ¢(p) e UUNOH™, kus U' C H".

Rajaga muutkondi kasutatakse uute muutkondade konstruee-
rimiseks kokkukleepimise protseduuri abil. Oletame, et M ja N on
rajaga n-muutkonnad, kusjuures nende muutkondade rajad dM ja
ON on sidusad ning omavahel homomorfsed, st leidub homdomor-
fism ¢ : OM — ON. Kahte punkti p € M ja ¢ € N nimetatakse
ekvivalentseteks ning tdhistatakse p ~ ¢, kui p € M, g € ON ning
q = ¢(p). Muutkondade M ja N sidusaks summaks nimetatakse
topoloogilist ruumi (M |J N)/~ (faktorruumi topoloogiaga) ja seda
tédhistatakse M f N. On voimalik naidata, et M § N on n-muutkond
(ilma rajata). Piltlikult 6eldes, muutkonnad M ja N kleebiti kokku
— punkt p samastati punktiga ¢ = ¢(p) ehk need punktid kleebiti
kokku.

Niitame, kuidas kokkukleepimist saab rakendada uute 2-muut-
kondade konstrueerimiseks. Kahe poolsfaéri sidus summa on sfair
(vt joonis 1).

A0

Joonis 1: Kahe poolsfiiri kokkukleepimisel saadakse sfdér.

Analoogiliselt silindri otsade kokkukleepimine annab toori 72 (vt
joonis 2).
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Joonis 2: Toru (silindri) otsade kokkukleepimisel saadakse toor.

Uldistades eespool kirjeldatud konstruktsioone, voib aukudega sfié-
ri kiilge kleepida silindreid, nagu on néidatud joonisel 3, saadakse

nn sangadega sfédr.
@ - @

Joonis 3: Sangadega sféér.

Seega, kui on antud 2-muutkond M, voime konstrueerida uue muut-
konna, 16igates muutkonnast M vélja kaks ketast nii, et muutkond
M muutub rajaga muutkonnaks M’ kusjuures saadud muutkonna
raja on kahe ringjoone iihend, ja seejéirel kleepides selle muutkonna
kiilge 2 silindrit, samastades silindri raja moodustavate ringjoonte
punktid muutkonna M’ raja vastavate punktidega.

Topoloogilised invariandid

Diferentseeruvaks struktuuriks voi C°-struktuuriks (ka siledaks
struktuuriks) topoloogilisel n-muutkonnal M nimetatakse lokaalsete
kaartide kogumit U = {(Uy, ¢o)}, mille korral on tdidetud jargmi-
sed tingimused:

i) Uy, Ua = M, st {Us} on muutkonna M kate;
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ii) iga a ja B korral on lokaalsed kaardid (Ua, ¢o) ja (Ug, ¢g)
C*>°-kooskolalised;

iii) kui (V, ¢) on topoloogilise muutkonna M lokaalne kaart, mis
on C*-kooskélaline kogumi U iga kaardiga, siis (V, ¥) € U.

Topoloogilist n-muutkonda M sellel méadratud diferentseeruva
struktuuriga U nimetatakse diferentseeruvaks (siledaks) n-muutkon-
naks.

Seoses toodud definitsiooniga kerkib iiles rida kiisimusi. Kas
leidub topoloogiline muutkond, millel ei ole voimalik konstrueeri-
da diferentseeruvat struktuuri selle muutkonna lokaalsete kaartide
abil? Teiste sonadega, kas leidub selline topoloogiline muutkond,
millel ei eksisteeri {ihtegi diferentseeruvat struktuuri? Samuti tekib
kiisimus, kas on voimalik, et topoloogilisel muutkonnal leidub mi-
tu mitteekvivalentset diferentseeruvat struktuuri. Need kiisimused
on tdhtsad ja fundamentaalsed ning vastav uurimisvaldkond on ak-
tuaalne ja kiiresti arenev suund uueaegses matemaatikas.

Mainime, et pikka aega arvati, et topoloogilisel muutkonnal ek-
sisteerib ainult {iks diferentseeruv struktuur (difeomorfismi tépsu-
sega). Suureks iillatuseks oli 1956. aastal ilmunud J. W. MILNORI
artikkel [7], milles niidati, et sfisiril S eksisteerib mitu erinevat
(mitteekvivalentset) diferentseeruvat struktuuri. Seetottu hakati
sfadri ST nimetama eksootiliseks sfidriks. Hiljem M. A. Kervaire
ja J. W. Milnor tegid kindlaks, kui palju on mitteekvivalentseid
diferentseeruvaid struktuure sfaéridel dimensioonidega 5 kuni 16.
Tulemused on esitatud jirgnevas tabelis, kus n tdhistab sfaéri di-
mensiooni ja m mitteekvivalentsete diferentseeruvate struktuuride
arvu sfaaril S™.

m|992 | 1| 3 | 2 ]1625 | 1
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Kervair konstrueeris topoloogilise muutkonna dimensiooniga 10,
millel ei eksisteeri iihtegi diferentseeruvat struktuuri. Huvitav on
mainida, et, kui n # 4, siis eukleidilisel ruumil R™ on olemas ainult
kanooniline (harilik) diferentseeruv struktuur, kuid n = 4 korral
eksisteerivad ka teised, kanoonilise struktuuriga mitteekvivalentsed
struktuurid ja neid nimetatakse eksootilisteks defirentseeruvateks
struktuurideks. Eksootilise diferentseeruva struktuuri olemasolu nel-
jamodtmelisel ruumil R? jéreldub S. DONALDSONi teoreemidest [4].
See avastus oli suureks iillatuseks.

Diferentseeruvat kujutust ¥ : N — M, kus N ja M on dife-
rentseeruvad muutkonnad, nimetatakse immersiooniks, kui
rank ' = n = dim N. Diferentseeruvat kujutust ¥ : N — M
nimetatakse submersiooniks, kui rank FF = m = dim M. Kui F
on injektiivne immersioon, mille abil kujutis N = F(N) ¢ M on
varustatud topoloogiaga (mille suhtes F' on homdomorfism) ja dife-
rentseeruva struktuuriga (mille suhtes F' on difeomorfism), siis ku-
jutist N C M nimetatakse muutkonna M alammuutkonnaks voi
immersiooni F' poolt tekitatud alammuutkonnaks.

Kujutust ¥ : N — M, kus N ja M on diferentseeruvad
muutkonnad, nimetatakse sisestuseks, kui

i) F on injektiivne immersioon,

i)y F: N — F(N) = N C M on homéomorfism, kus N
topoloogia on muutkonna M topoloogilise alamruumi topo-
loogia. N C M nimetatakse muutkonna M sisestatud alam-
muutkonnaks.

Olgu M sile n-mootmeline muutkond ja F : M — RPHF
selle muutkonna sisestus ruumi R"**. On ilmne, et F(M) C R**F
on ruumi R™* sisestatud alammuutkond. Selle alammuutkonna,
igas punktis on médratud puutujaruumi ortogonaaltéiend, mille di-
mensioon on k. Seega alammuutkonnal on méa#ratud k-mootmeline
vektorkihtkond, mida nimetatakse normaalkihtkonnaks. Normaal-
kihtkonna trivialisatsiooni nimetatakse muutkonna M taglastuseks,
siledat muutkonda M koos temal médratud taglastusega aga taglas-
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muutkonnaks. Mainime, et iihele ja samale muutkonna sisestuse-
le vboivad vastata erinevad taglastused. Taglasmuutkonna médiste
vottis kasutusele L. PONTRJAGIN 1937. aastal.

Topoloogiliste muutkondade teoorias on keskseks probleemiks
muutkondade klassifitseerimine homéomorfismi tédpsusega, st kaht
muutkonda loetakse ekvivalentseteks, kui nad on homoéomorfsed.
Topoloogiliste muutkondade klassifitseerimiseks kasutatakse topo-
loogilisi invariante. Muutkonna topoloogiliseks invariandiks voib ol-
la arv (Euleri karakteristik, Betti arvud), rithm (fundamentaalrithm,
homoloogiariihm, kohomoloogiarithm), poliinoom (Jones’i sélmede
poliinoomid, neljam&otmeliste muutkondade Donaldsoni poliinoo-
mid). Arvu, rithma, poliinoomi nimetatakse muutkonna topoloogili-
seks invariandiks, kui hom6éomorfsete muutkondade korral vastavad
arvud on vordsed, rithmad on isomorfsed ja poliinoomid on vordsed.

Sageli on topoloogilise muutkonna invariant kas ruutvorm voi
bilineaarne vorm selle muutkonna homoloogiarithmal. Seetottu to-
poloogiliste invariantide teooria on tihedalt seotud algebraliste vor-
mide teooriaga, kusjuures korpuseks on mitte reaalarvude korpus,
vaid teatud tiiiipi téisarvude korpus. Uheks selliseks viga téhtsaks
invariandiks on Kervaire’s invariant. Kervaire’i invariandi moiste
tugineb mittesingulaarse ruutvormi Arfi invariandile. Meenutame,
et Zy = Z/mod 2 = {0, 1} on korpus kahe elemendiga. On teada, et
isomorfismi tapsusega on tépselt kaks mittesingulaarset ruutvormi
iile Zy. Need on

Alz,y) = 2°+ay+y2
B(z,y) = =y,

kus x,y € Zo. On vdimalik tdestada, et iga mittesingulaarne
ruutvorm iile korpuse Zso on isomorfne eespool mainitud vormide
A ja B ortogonaalsummaga A™ + B", kus m ja n on tiisarvud.
Arvu m (mod 2) vadrtust nimetatakse ruutvormi Arfi invariandiks.

Olgu M kompaktne, sidus 2k-m66tmeline muutkond rajaga O M,
kusjuures selle muutkonna ja tema raja homoloogiarithmade poolt
indutseeritud homomorfismid on triviaalsed. Muutkonna M 16ike-
vorm
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ﬁ : Hk(M,ZQ> X Hk(M, Zg) — ZQ

on mittesingulaarne bilineaarvorm ([1]). Bilineaarvorm [ indut-
seerib ruutvormi p : Hy(M; Zo) — Zga, mis rahuldab tingimust

w(x +y) + p(x) + puly) = B(x, y) (mod2) Va,ye Hy(M; Zs).

Olgu {z, y} ruumi Hy(M; Z3) kahemootmeline alamruum, nii et
B(z, y) = 1. Kuna korpuseks on kaheelemendiline korpus Zj, siis on
kaks voimalust: kas kdikide liidetavate p(x +y), p(x), p(y) vadrtus
on 1 voi iihe liidetava vadrtus on 1 ning iilejddnud on 0. Esimesel
juhul tdhistame vastavat kahemdotmelist alamruumi HU! ja teisel
juhul H%Y. Muutkondade teoorias niidatakse, et homoloogiarithma
Hy(M; Z2) on voimalik esitada alamruumide otsesummana S, kus
iga alamruum on isomorfne kas ruumiga H%? v6i ruumiga H'!.
Arfi invariandiks Arf(Hy(M; Z9); 1) nimetatakse arvu

(alamruumide H! arv otsesummas S)/mod 2 € Zs.

Olgu M sile (4k+2)-modtmeline taglasmuutkond, Hopy1(M; Zs)
selle muutkonna keskmine homoloogiarithm, 5 : Hopi1(M; Za) X
Hop11(M; Zy) — Zo muutkonna M 1dikevorm ja p @ Hop 1 (M; Zo)
— Zo selle 16ikevormi poolt tekitatud ruutvorm. Mainime, et
soltub muutkonna M taglastusest. Taglasmuutkonna M Kervaire’
invariandiks nimetatakse ruutvormi p Arfi invarianti.
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