Vihimruutude meetod matemaatilises

planeerimises ja minguteoorias

EvaLp UBI
Tallinna Tehnikaiilikool

Kokkuvote. To6s vaadeldakse korgeltarenenud vahimruutude tehnika kasu-
tamist lineaarsete vorratuste ja vorrandite, lineaarse ja ruutplaneerimise iilesan-
de lahendamisel. Kaigis nimetatud iilesannetes arvutatakse lineaarsete vorra-
tuste siisteemi minimaalse normiga lahend. On toodud uus kooperatiivse méangu
piistitus, mille korral tulemusvektor leitakse vahimruutude meetodiga. Kirjel-

datud lahendused on illustreeritud lihtsate ndidete abil.

1. Sissejuhatus

Matemaatilise planeerimise kui teadussuuna areng kiirenes oluliselt
moddunud sajandi keskel, kui voeti kasutusele ”valguse kiirusel”
tootavad elektronarvutid. Aga vihimruutude (VR) meetodi ajalugu
on oluliselt pikem, seda kasutatakse juba mitu sajandit lisaks mate-
maatikale ka mehaanikas, fiiiisikas, statistikas jne. Mittelineaarne
VR iilesanne asendatakse teatud arvu lineaarsete iilesannetega, mil-
les muutub vorrandite voi tundmatute arv. Selline l&henemine on
voimalik ka matemaatilises planeerimises.

Simpleksmeetodit kasutavad paljud matemaatilise planeerimise
algoritmid. See meetod pohineb Gaussi teisendustel, millest tu-
lenevalt tekivad raskused ebastabiilsete ja kidunud iilesannete kor-
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58 Véahimruutude meetod matemaatilises planeerimises ...

ral. Lisaks selgus 1974. a, et simpleksmeetod on eksponentsiaalne.
Alates 1978. a on vilja tootatud mitmeid poliinomiaalseid mate-
maatilise planeerimise algoritme, vt [7, 10].

Kéesoleva t66 pohieesmérk on kirjeldada lineaarse ja ruutpla-
neerimise iilesannete lahendamist vdhimruutude meetodiga. Selleks
kasutatavad ortogonaalsed teisendused on otstarbekad eriti ebasta-
biilsete ja kidunud iilesannete korral, samuti juhul, kui alglahend
pole teada.

To606 teises osas tutvume lithidalt vahimruutude meetodiga. Po-
hitédhelepanu on osutatud Householderi peegeldustele, mille abil on
mugav lahendada vdhimruutude iilesannet muutujate lisamisel voi
korvaldamisel.

Kolmandas osas kirjeldame esmalt lineaarsete vorratuste siistee-
mi lahendamist. Sellest iilesandest peaks algama nii lineaarne kui ka
mittelineaarne planeerimine. Lineaarse planeerimise (LP) iilesanne
seisneb lineaarse funktsiooni ekstreemumi arvutamises lineaarsete
vorratustega madratud hulgal. Seega oleks esmalt vaja teada, kuidas
lahendada lineaarsete vorratuste siisteemi, sellest ldhtuvalt haka-
ta otsima lineaarse funktsiooni ekstreemumit sellel hulgal. Tege-
likult on vélja kujunenud vastupidine olukord — lineaarsete vorra-
tuste siisteemi lahend leitakse lineaarse planeerimise iilesande abil.
Kaesolevas t60s médratakse lineaarsete vorratuste siisteemi mini-
maalse normiga lahend, kasutades selle jaoks koostatud vahimruu-
tude iilesande mittenegatiivset lahendit. Ebastabiilne lineaarne vor-
randisiisteem Ax = b asendatakse vorratuste siisteemiga Az < b,
millele lisatakse koikide vorrandite kokkuliitmisel saadud avaldis
vastupidise vorratuse mérgiga.

Neljandas osas vaadeldakse vahimruutude meetodi kasutamist
lineaarses planeerimises. On kirjeldatud alglahendi leidmist ettean-
tud sihifunktsiooni minimaalse vaartuse korral. Kui algldhend ei
erine palju tegelikust miinimumist, siis v6ib ta osutuda optimaalseks
voi vihe erineda sellest.

Viiendas osas on kirjeldatud kahte meetodit rangelt kumera
ruutplaneerimise iilesande lahendamiseks. Aastatel 1950-1960 il-
musid esimesed artiklid ruutplaneerimise iilesannete kohta, neis
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taandati see iilesanne lineaarseks Kuhn-Tuckeri tingimuste abil, vt
[2]. Muutujate arv taolises iilesandes oli suur, see vordus l&hteiiles-
ande muutujate ja kitsenduste arvu summaga. Ruutplaneerimises
eeldati, et koik muutujad on mittenegatiivsed. Sellise kitsendusega
véahimruutude {ilesandeid tol ajal ei uuritud. Seetottu arenesid
ruutplaneerimine ja vihimruutude meetod eraldi, kuigi iilesanded
olid sarnased. Ké#esolevaks ajaks on vilja tootatud vahimruutude
meetod nii {ilemiste kui ka alumiste kitsendustega iilesannete jaoks,
mistottu seda meetodit saab kasutada ka ruutplaneerimise iilesan-
nete lahendamiseks. T66 selles osas on vorreldud iihe erikujulise
ruutplaneerimise iilesande lahendamist vdhimruutude meetodi ja
simpleksmeetodi sarnase algoritmi abil.

Kuuendas osas leitakse kooperatiivse mangu N-tuum kui LP
iilesande lahend ja vorreldakse seda vahimruutude meetodiga leitud
V R-tuumaga.

2. Mittenegatiivne vihimruutude lahend

Klassikaline VR iilesanne on iilemiaratud lineaarne vorrandisiis-
teem

Az =, (1)

kus A on (m x n)-maatriks, b on m- ja x on n-vektor, m > n. Selle
lahendamiseks ortogonaalse meetodiga teisendatakse siisteem kolm-
nurksele kujule, millest méératakse muutujate viartused. Kui seda
teha Householderi peegelduste abil, siis saab neid teisendusi meeles
pidada korrutise kujul. Peadiagonaali alla jadtame nullide asemele
seal olevad arvud, aga niitid hakkavad nad tdhistama peegeldus-
tasandite normaale. Veel on vaja iihte lisamassiivi peadiagonaali
elementide séilitamiseks, vt ndidet 2.1 ja t6id [4, 10].

Teoreem 2.1. Olgu v # 0 mis tahes n-vektor. Siis eksisteerib
Householderi peegeldusmaatriks H, nii et Hv = (—o||v]],0, ...,0)T,
kus o =1, kui vy > 0 ja o = —1, kui vy <O0.

Selles teoreemis toodud valemi pohjal saab annulleerida koik
vektori komponendid peale esimese, kusjuures maatriksit H pole
vaja otseselt vilja arvutada.
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Keerulisem on selline VR iilesanne, kus muutujad peavad olema
mittenegatiivsed (NNLS — non-negative least-squares solution).

Az =b, z>0. (2)

Selle lahendamiseks on téodes [8, 12] voetud alglahendiks 20 = 0,
koik muutujad on passiivsed. Igal jargneval sammul aktiviseerub
iitks muutuja voi korvaldatakse moni mittepositiivne muutuja. Ak-
tiviseerub see x;, millele vastav veerg A; moodustab minimaalse
nurga vahega b — AzF, k =0, 1, 2,.... Nitiid tuleb teha koikidele
veergudele ja paremale poolele selline peegeldus, mis annulleerib
koik peadiagonaali all olevad elemendid. Veidi keerulisem on mit-
tepositiivse muutuja x; korvaldamine. Selleks asendatakse vastav
veerg A; ja koik jargnevad veerud originaalidega algsiisteemist,
tehakse neile korrutise kujul meeles peetud varasemad peegeldused
ja teisendatakse siisteem lopuks peegelduste abil uuesti kolmnurk-
sele kujule, vt [4], ptk 24.

Naiide 2.1.
—X9 + X3
201 + 29+ a3 = 2
T2 =1
0.1z = —0.01
x > 0
Alglahendi 2° = 0 korral moodustab minimaalse nurga parema

poolega esimene veerg, x% = 0.997 on vastava (4 x 1)-iilesande la-
hend. Teisel sammul aktiviseerub xo, (4 x 2)-siisteemi lahend 2?2 =
(0.747; 0.502; 0)7, kolmandal z3, 2% = (—0.001; 1.001; 1.001)7.
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Stisteem on kujul

—2.00221 — 0.99979 — 0.99973 = —1.997
—1.41535 + 0.70523 = —0.710
—0.711lzy = —0.712

0 = —0.010

Kuna esimene muutuja on negatiivne, tuleb korvaldada esimene
veerg, seejirel teisendada teine ja kolmas veerg kolmnurksele kujule:

1.154x1 + 1.732z9 = 1.732
1.4142, +1.414z3 = 1.414
—0.823x1 = 0.001
0 = -0.010

Ulesande vihimruutude lahendi leiame esimesest ja teisest vorran-
dist, = = (0,1, 1)T. Peegeldustasapindade normaalid peetakse
meeles peadiagonaali all (nullide asemel).

Mirkus 2.1. Kui aktiviseerub see muutuja, millele vastav veerg
moodustab minimaalse nurga parema poolega, siis aktiivsetele muu-
tujatele vastavad veerud on ” maksimaalselt lineaarselt scltumatud”.

3. Lineaarsete vorratuste ja
vorrandisiisteemide lahendamine

Vaatleme pohiiilesannet — lineaarsete vorratuste siisteemi minimaal-
se normiga lahendi arvutamist

2 =0.5| z ||>~ min

(3)
Az < b,

kus A on (m x n)-maatriks, b on m-vektor ja x on n-vektor. Voib
toestada, et selle siisteemi minimaalse normiga lahend # avaldub
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kujul
—ATg
s_ AU 4
YT (ba) ()
kus 4 on vahimruutude ilesande
(b, u)=—1, ATu=0, u>0 (5)

lahend (vt [4, 11]). Kuna grad z = =z, siis valem (4) tdhendab, et
miinimumpunktis on vektor Z esitatav kitsendusfunktsioonide anti-
gradientide lineaarse kombinatsioonina mittenegatiivsete kordajate
U; abil.

Kui siisteem (3) ei kehti, siis vahimruutude iilesandel (5) on
selline lahend, mis rahuldab té&pselt koiki kitsendusi.

Niide 3.1.

—Xr1 — 2:172

I

INIAIA

T2

Sellele vastaval vahimruutude iilesandel (5)

—8ui +uo+2uz = -1
—u; +uU2 =

—2u1 + ug

v

u

on tipne lahend 4 = (1/3, 1/3, 2/3)7.

Niide 3.2.
1+ 2292 < 4

—21‘1 - 4562 S —8.

Vastava vihimruutude iilesande (5) lahend on

= (c, c/2+2/21)T, ¢ >0 ja & = (4/5, 8/5)T.
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Jéargnevalt vaatleme ebastabiilsete lineaarsete vorrandististeemi-
de lahendamist, taandades need vorratuste siisteemiks. Selgitame
seda jargneva néite abil.

Naide 3.3.

T1+x2 = 3

—T1t+xT2 =

Liidame vorrandid kokku ja lisame kolmanda vorratuse:

r1+x2 < 3
—x1+x2 <1
2:[72 Z 4.

Koostame selle siisteemi jaoks vihimruutude iilesande (5):

3uip +ug —4uz = —1

Up — U2

u1 + ug — 2us

A%
o

u

Selle lahend on @& = (0, 1/6, 1/4)T. See on miratud teise ja kol-
manda vorratusega. Valemi (4) pohjal saame vorratuste siisteemi
minimaalse normiga lahendi & = (1, 2)7.

Niide 3.4. Vaatleme t66s [15] 1k 123 toodud vorrandisiisteemi,
kus stabiilsuse arv on 3,66 x 10°:

-74 8 18 —-11 -4 -8 1

14 —-69 21 28 0 7 0

A 66 —72 =5 7 1 4 b— 0
-12 66 —-30 —-23 3 3|’ 0

3 8 -7 -4 1 0 0

4 =12 4 4 0 1 0
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Sellel iilesandel on tépne tdisarvuline lahend. Vorratuste siisteemile
Az < b lisasime veel

1+ a9+ 23+ x4+ 25+ 26 > 1.
Valemi (4) abil saame lahendi
x = (0.999999997; —0.000000037; —1.999999979;

14.999999946; 42.999999840; —55.999999791)7 .

Lahendasime integraalvorrandeid diskretiseerimisparameetri 100
korral. Saadud tulemused osutusid enamasti rahuldavaks. Tulemuste
parandamiseks tuleks n+1 vorratusest koosnevast siisteemist korval-
dada moned vorratused, mis teevad protsessi ebastabiilseks.

To66s [9] on esitatud lineaarse vorrandisiisteemi lahendamise
meetod, mis ei arvesta neid maatriksi veerge, mis peaaegu séltuvad
iilejadnud veergudest. Kéesolevas t60s on esitatud eelmise suhtes
duaalne meetod. Selles ei arvestata neid vorrandeid, mis peaaegu
jarelduvad iilejaanud vorranditest.

4. Lineaarse planeerimise iilesannete lahendamine

Vaatleme LP iilesannet kujul

z = (¢,x) = min
Az =b (6)
z > 0.

Koostame sellele iilesandele vastava vahimruutude iilesande

—zoup + (c,u) = —1
—upb + Au =10 (7)
ug = 07 u > 07

kus u = (ug, ..., un)T ja parameeter zg on sihifunktsiooni miinimumi
hinnang. Kerge on téestada, et kui

20 > Zmin, (8)
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siis iilesande (7) miinimumpunktis ug > 0 ja vektor u/ug on iilesande
(6) lubatav lahend.
Kui kehtib vastupidine vérratus

20 < Zmin, (9)

siis valemi (4) abil saame leida iilesandele (6) vastava duaaliilesande
mingi lubatava lahendi g, see on hulga

{yl ATy <c (by) =2}

minimaalse normiga element.

Niide 4.1.
z=—x1+2x9+3x3 — nmun
r1+x2t+w3 = 4
X9 = 4
z > 0.

Lihteiilesandel on vaid iiks lubatav baasilahend x = (0, 4, 0)7, mis
on optimaalne ja kidunud. Kui vétta zg = 10, siis ug = 0.5, v =
(0, 2,0)7, x = (0, 4, 0)T. Samasugune vektor x tuleb ka iga zg > 10
korral.

Valemi (9) korral, kui néiteks zg = 8, saame ug = 0.068, u =
(0.364; 0; 0)7, millele vastav y = (—1, 3)” on duaaliilesande opti-
maalne lahend. Kui zy = 4, siis ug = 0.083, u = (0.5; 0; 0)7, y =
(—1; 2)T. Alates zp = 0 on ug = 0, u = (0.5; 0; 0)7, y = (—1; 0)T.
See on duaaliilesande lubatavate lahendite hulga minimaalse normi-
ga element.

Parameetri zg védrtust on kergem hinnata, kui muutujad peavad
rahuldama alumisi ja iilemisi kitsendusi,

[ <zx<u.

Uldjuhul saame seega vorratuse (8) korral mingi lahteiilesande voi
vorratuse (9) korral duaaliilesande lubatava lahendi. Edasi saab
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jatkata, valides vastava simpleksmeetodi variandi. Téhtis on réhuta-
da esitatud alglahendi arvutamise algoritmi erinevust klassikalisest
M-meetodist. Pole universaalset meetodit parameetri M méaarami-
seks. Selle liiga suur vaartus voib pohjustada tédpsuse kadu ja pole
soovitatav. Seetottu LP iilesannete kommertspakettides seda mee-
todit ei kasutata. Seevastu parameetri zg ebadnnestunud valik ei
mojuta méaratava alglahendi téapsust, sest vahimruutude iilesandes
(7) kasutatakse vaid ortogonaalseid teisendusi.

Palju probleeme tekitavad ka simpleksmeetodi kasutamisel kidu-
nud baasilahendid, mille korral sihifunktsiooni véértus ei kasva.
Seevastu vihimruutude meetodis hilvete ruutude summa ||b— Az ||?
viaheneb igal sammul ja koik aktiivsed muutujad x; > 0.

Vahimruutude meetodi kasutamist lineaarses planeerimises on
esmakordselt kirjeldatud autori t66s [8]. Veidi keerulisem algoritm
alglahendi leidmiseks on toodud t66s [3].

5. Ruutplaneerimise iilesannete lahendamine

Vaatleme RP {ilesannet kujul

0.5(v, Bv) + (d, v) = min (10)

kus B on positiivselt médratud (n x n)-maatriks, G on (m x n)-
maatriks, v € R", d € R™, h € R™ ja (-, -) téhistab vektorite
skalaarkorrutist. Kasutades Cholesky dekompositsiooni B = DT D
janihet v = D~'z—B~1d, teisendame iilesande (10) pohiiilesandeks

z =0.5(z, ) = min

Ax < b, (11)

kus A = GD7!jab = h+ GB7!d (vt [13]). Selle lahendamiseks
koostame véhimruutude iilesande (5).
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Naiide 5.1.

z = 0.51}% + 0.51)% — v — 209 — min
2004+ 32 < 6
v1 + 4vg < b

See iilesanne on t606s [2] lahendatud Wolfe’i meetodiga, mis pohineb
simpleksmeetodi kasutamisel. Vastavas LP iilesandes on 14 muutu-
jat. Vahimruutude meetodi korral on vaid kaks muutujat. Ulesanne
(11) on kujul

z=0.5(x,x) =22 +25 — min
21 + 32 < =2
1 + 4x9 < —4.
Vastava vahimruutude iilesande
—2u1 —4duy = -1
2u1 +ug = 0
3ur +4us = 0
u > 0

lahendi @ = (0, 4/33)7 abil leiame valemit (4) kasutades

&= (—4/17, =16/17)T, v =2z 4+ (1, 2)T = (13/17, 18/17)T.
Kui lahteiilesandes oleks olnud veel kitsendus v > 0, siis oleks tul-
nud kasutada nelja muutujat w1, us, us, ug.

Uldjuhul on vdhimruutude iilesandes (11) n muutujat. Ena-
masti on ruutplaneerimise {iilesandes kitsendus x > 0, seetdttu
ka kitsendusi rohkem kui muutujaid. Jargnevalt nditame, et selle
kitsenduse puudumisel ja viikese kitsenduste arvu m korral saab
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iilesande (11) asemel lahendada tema duaaliilesannet. Selle muutu-
jate arvu saab vihendada, kui sarnaselt Hildreti meetodiga korval-
dada vektor z (vt [2]). Koostame iilesande (11) duaaliilesande

w=—0.5(x,z) + (y,b — Ax) — min

x4+ ATy =0, (12)

yilbi — (as, )] =0, i=1,...,m

y = 0.
Valemi x = — ATy abil kérvaldame vektori « ja saame iilesande
—AATy + 5 =1
yisi:07i:1""7m <13>
y=0,s=>0,
kus lisamuutujad s; = b; — (a;, «). Erinevalt LP iilesandest to-

hib baasis olla vaid iiks muutuja, kas y; voi s;. Selles iilesandes
on m vorrandit ja 2m muutujat. Kui muutujate arv m on viéike,
m < n, selline, et iilesande (13) maatriksit saab siilitada arvuti ope-
ratiitvmélus, siis voib vihimruutude iilesande (5) asemel lahendada
viiksemate mootmetega iilesannet (13) simpleksmeetodi taolise al-
goritmiga. Valemitest z = —A”y ja (4) saame, et duaalmuutujad
y ja véhimruutude iilesande (5) muutujad u on voérdelised. Kuna
vahimruutude iilesande lahend on alati iihene, siis ka iilesannete
(12) ja (13) lahendid on iihesed. Néites 5.1 on iilesanne (13) kujul

—13y1 —14y2+s1 = -2
—14y; —1Tyo + s = —4

Toome g9 baasi ja saame kohe duaaliilesande optimaalse lahendi
y=(0,4/17), x = —ATy = (-4/17, —16/17)7.

Uldjuhul tuleb iilesande (13) lahendamiseks kérvaldada eelnevalt
vorratuste siisteemist Az < b soltuvad vorratused (vt [1, 5]). Seejérel
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tuua baasi need muutujad y;, mille korral b; < 0 ja kui méni y; < 0,
siis tuua selle asemel baasi vastav lisamuutuja s;. Alati on iilesandes
(13) i-nda veeru ja (m + i)-nda veeru skalaarkorrutis negatiivne.

Naiide 5.2.

3 3 5 6 5 5 6 6 1
5 4 6 -8 6 -3 0 5 —2
-6 -7 7 6 -7 5 0 4 -3
A= 9 0 0 4 4 0 6 0|; b=]| —4
9 0 -5 0 0 5 -4 7 ~5
0 -4 5 6 3 4 3 3 —6
3 -1 10 12 8 9 9 9 0

Koérvaldame esmalt seitsmenda vorratuse, mis jareldub eelmistest
(vt [1]). Igal sammul toome baasi minimaalsele peadiagonaali ele-
mendile vastava muutuja y;, kui b; < 0. Lopuks asendame nega-
tiivsed muutujad y; neile vastavate lisamuutujatega s;. Kuna iiles-
andel (13) on iihene lahend, siis 16pliku arvu sammude pérast me
leiame selle. Saame

y = (0; 0.0088; 0; 0; 0.0229; 0.0502)7,

T = —ATy = (—0.250; 0.1656; —0.1889; —0.23009;
—0.2032; —0.2890; —0.0589; —0.3548)T.

6. Kooperatiivse mangu lahendamine

Kogu iihiskonda puudutavate probleemide lahendamise kaks olulist
printsiipi on vordsus ja efektiivsus. Adrmuslik vordsus on néiteks
iileiildine vaesus, see on kdige halvem stsenaarium. Et pinged {ihis-
konnas ei iiletaks kriitilist piiri, tuleb paljude otsuste tegemisel ar-
vestada ennekoike vaesemate elanike huve, piiiida vihendada ini-
meste valikuvoimaluste erinevust. Vordsus tuleb saavutada vae-
semate inimeste olukorra talutavaks muutmise, mitte aga rikaste
tapmisega. Selleks tuleb toodetud hiivesid iimber jaotada. Uldise
rikkuse kasvamisel saavad voimalikuks ka suuremad erinevused edu-
kamate ja vihem edukamate inimeste vahel. Jargnevalt vaatleme
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iihise tulu ja kulu sellist jaotamist, mille korral on seatud eesmérgiks
koige viihem rahuldatud osalejate rahulolematuse vihendamine. Sel-
liste kauplemise ja jaotamise probleemidega tegeleb kooperatiivsete
mingude teooria. Neid minge lahendatakse tuuma, N-tuuma ja
Shapley vektori abil. Alustame lihtsatest néidetest.

Naiide 6.1. Pdranduse jaotamine. Rikkal mehel oli kolm naist.
Nad sooviksid saada varandust vastavalt 100, 200 ja 300 miljoni
eest. Kuidas jaotada vara ”diglaselt”? Tuleb leida mittenegatiivne
vektor x = (x1, 29, x3)7, selline et

x1 + 22+ 23 = v(I),

kus v(/) on parandvara suurus. Toome N-tuuma x* abil leitud tule-
mused kolmel juhul:

a) v(I) = 100, z* = (100/3, 100/3, 100/3)7,

b) v(I) = 200, z* = (50, 75, 75)7,

c) v(I) =300, x* = (50, 100, 150)7".

Niide 6.2. Tdoliste brigaad. See koosneb n = 4 inimesest. Eel-
dame, et esimene t66line koos mis tahes iilejdénu(te)ga on suuteline
t60 dra tegema, samuti koik tilejadnud ilma esimeseta. Mittenega-
tiivne vektor

T
x = (x1, T2, X3, T4)", T1+ T2+ a3+ 34 =1

iseloomustab tooliste ”Giglast” panust, nende voitu. Selle koope-
ratiivse méangu N-tuum on z* = (2/5, 1/5, 1/5, 1/5)7.

Téhistagu I = {1, 2,..., n} méngijate hulka, superaditiivne
karakteristlik funktsioon v(S) koalitsiooni S garanteeritud voéitu,
r = (21,..., r,)" mingu tulemusvektorit ja v(I) koikide mingijate
iihiskoalitsiooni vbitu, mis tuleb nende vahel ”6iglaselt” &ra jaotada
(vt [6, 14]). Ekstsess e(S) iseloomustab koalitsiooni rahulolematust

e(S) = v(S) — Zx

kus summa arvutatakse koikide koalitsiooni kuuluvate méngijate
jaoks. Fikseeritud vektori x korral on iihe v6i mitme koalitsiooni
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rahulolematus suurim. N-tuum on selline tulemusvektor x*, mille
korral suurima rahulolematusega koalitsiooni rahulolematus on mi-
nimaalne kéikvoimalike vektorite x jérgi. Alati peab kdigi méngijate
voitude summa vorduma nende iihiskoalitsiooni garanteeritud voi-
duga v(I):

x1+x2+ .. + 2y =0(I).
Vétame teises néites garanteeritud voidu v(S) = 1, kui koalitsioon
suudab t06 &ra teha, ja nulliga, kui ei suuda. Esimene ja teine
tooline suudavad t60 dra teha, leiame ekstsessi

e(12) =v(12) —x; —22=1—x1 — 22 > 0.
Selle asendame vastupidise vorratusega
T +x2+y > 1

Minimeerides mittenegatiivset suurust y, lihendame me summat
x1 + x2 koalitsiooni 12 tegelikule vGidule, mis vordub iihega. Kir-
jutades taolised vorratused kéikvoimalike koalitsioonide kohta, mis
suudavad t60 &ra teha, leiamegi sellised koalitsioonid, mille kor-
ral maksimaalne ekstsess on minimaalne vektorite x jargi. Saame
lineaarse planeerimise iilesande

Yy — min

1+ X9+ Yy
r1+x2+ 23+ Y
rT1+x2+Ta+Y
1+ x3+y
rT1tx3+ T4ty
T+ T4+ Y

Ty +x3+T4+Y
1+ 2o+ 23 +T4+Y

vV IV IV IV IV IV IV IV
I T T S S S G T G Y

1+ x2+23+ 24
x>0, y>0.
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Ulesande tingimuste pohjal o = x5 = x4. Esimesest vorratusest ja
muutujate mittenegatiivsusest jarelduvad teine, kolmas ja kaheksas
vorratus. Koérvaldades viimase vorrandi abil iihe muutuja, saame
graafiliselt lahendades méingu N-tuuma x* = (2/5, 1/5, 1/5, 1/5)7.
Muutuja y* = 2/5 minimaalne viértus saavutatakse koalitsioonide
12, 13, 14 ja 234 korral. Nende rahulolematus on suurim ja vérdub
y* = 2/5. Koigi iilejddnud tulemusvektorite x # z* korral on mak-
simaalne rahulolematus suurem kui 2/5.

N-tuuma puuduseks on asjaolu, et mone koalitsiooni voidu suu-
renemisel ei tarvitse selles osalevate méngijate voit suureneda.

Niide 6.3. Olgu
v(1) =40, v(2) =50, v(3) = 50, v(12) = 80,

v(13) = 80, v(23) = 90, v(123) = 100.

Selle méngu N-tuum on z* = (30, 100/3, 110/3)”. Kui suurendada
ainult v(23), v(23) = 95, siis N-tuum ei muutu. Sellist puudust
pole V R-tuumal, mida vaatleme jérgnevalt.

Olgu k koikvoimalike koalitsioonide arv. Leiame vorrandisiistee-
mi
’U(Sl) Zbi, 1= 1,..., k

mittenegatiivse vihimruutude lahendi Z ja arvutame

t=> .
i=1
Defineerime V R-tuuma zvr:
xor =v(I)&/t. (14)

Niites 6.3 on vahimruutude iilesanne kujul
xr1 = 40

1‘2:50
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x3 = 50
x1 + x9 = 80
x1 + 23 =80
zo + 23 =90

z > 0.

Siin V R-tuum on

zor = (36/128, 46/128, 48/128)7 = (28.12; 35.94; 35.94)7 .
Kui aga v(23) = 95, siis V R-tuum on

zor = (700/26, 950/26, 950/26)7 = (26.92; 36.54; 36.54).

Jéarelikult, erinevalt N-tuumast, reageerib V R-tuum paindlikult alg-
andmete muutumisele.
Arvutame néites 6.1 V R— tuuma:

a) v(I) = 100, zvr = (100/6, 200/6, 50)7,
b) v(I) = 200, zvr = (200/6, 400/6, 100)7,
c) v(I) = 300, zvr = (50, 100, 150)7.

Niites 6.2 arvestame, et xo = x3 = xz4. Saame iilemédratud
siisteemi
T +x9 =1
T+ 229 =1
T+ 3x9 =1
31‘2 =1
x>0,

millele vastavast normaalvorrandite siisteemist leiame x = (5/11,
3/11)T. Valemi (14) pohjal xzvr = (5/14, 3/14, 3/14, 3/14)T. See
erineb veidi N-tuumast z* = (2/5, 1/5, 1/5, 1/5)T.

Niide 6.4. Laokulude jaotamine. Toos [14] on toodud néide
laokulude jaotamisest. Koalitsiooni tulu moéotva karakteristliku
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funktsiooni v(S) asemel saab kasutada kulufunktsiooni ¢(S). An-
tud laokulude korral tuleb leida 6iglane kulude jaotus kolme lao
kasutaja vahel. Vahimruutude siisteem on kujul

171:1

To =2
r3 =3
1+ =3
1 +x3=4
To+x3=3
x> 0.

Vastava normaalvorrandite siisteemi lahend on x = (5/4, 5/4, 9/4)T
ja xvr = (5/19,5/19,9/19)T. See erineb veidi N-tuumast & =
(1/4,1/4, 1/2)".

Maiste N-tuum vottis kasutusele D. SCHMEIDLER 1969. a (vt
[6]). Viimasel ajal on seda maistet iildistatud ja kasutatud mitmeid
siintoodust erinevaid definitsioone.
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