Uurida liitkumisi

MAIDO RAHULA
Tartu Ulikool

Koéik liigub. Litkumised kosmoses, liikumised mikromaailmas, liitkumised iimber-
ringi. Liikumine on niivérd tavapédrane ndhtus, et me peame seda iseenesest
moistetavaks. Me radgime sellest vihe ja veelgi vidhem uurime seda, kuigi koik
teadused puutuvad kokku mitmesuguste protsessidega ja, jarelikult, liikumiste-
ga. Siin on vaja peenemat matemaatilist lihenemist. Liikumise teema on nii-
vord aktuaalne, et tasub moelda, kas me {ildse oigesti moistame selle hoone
struktuuri, mida nimetame matemaatikaks, ja kas me ikka koolides &petame

matemaatikat, unustamata peamist — uurida liikumisi.

1. Liikumise trajektoor

Lihtne on liikumist ette kujutada, kui on antud kujutus
AR — M, t — xy,

mis igale ajahetkele { € R seab vastavusse hulga M teatud elemendi
x;. Koneleme ruumist M ja punktist x;, mis liigub selles ruumis.
Praegusel hetkel ¢ = 0 oleme punktis zg = x, vadrtustel ¢ < 0
ndeme, kus olime minevikus, ja vaartustel ¢ > 0, kus oleme tule-
vikus. Punkti x; koikvéimalikud asukohad méiravad selle punkti
trajektoori ruumis M. Milline on trajektoor, soltub kujutusest .
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Trajektoor voib olla pidev joon. Tal voivad olla isedrasused, nagu
teravikupunktid. Ta voib olla sile, nii et tema igas punktis on iihe-
selt médratud joone puutuja. Ta voib olla ka diskreetne, kui pole
pidevat iileminekut punktist punkti. Parameeter ¢ muutub iildjuhul
miinus 16pmatusest kuni pluss 16pmatuseni, —oco < t < 4o00. Kui
parameeter t votab aegteljel vadrtusi O-punkti e-timbrusest
(—e, +¢), saab hinnata trajektoori kulgemist punkti « ldheduses.

Selleks, et konelda joone pidevusest, siledusest ja selle puutu-
jast, peab hulk M seda voimaldama. Edaspidi eeldame, et hulgal M
on vastavad topoloogilised omadused olemas ning koik esinevad tra-
jektoorid on siledad parametriseeritud jooned. Meile on need mois-
ted intuitiivselt arusaadavad, kuigi puhttopoloogilisest seisukohast
voib olukord olla {isnagi delikaatne.

2. Hetkeseis

Liikugu punkt z; ruumis M piki siledat trajektoori. Joone puu-
tujavektor selles punktis néitab, milline on liikumise suund ja, ole-
nevalt vektori pikkusest, kui kiiresti punkt liigub. Puutujavektor on
nagu liikumise stoppkaader, mis niitab punkti hetkeseisu.

Kui ruumi M igas punktis on nédidatud vektor, siis see tdhendab,
et koik punktid on liikvel. Utleme, et sel juhul on ruumis M antud
vektorvdli X. Vektorvélja wvoos liiguvad punktid igaiiks oma tra-
jektooril teatud suunas ja teatud kiirusega®. Nii nagu trajektoori
puutujavektor on liikuva punkti stoppkaader, on vektorvéli vastava
voo stoppkaader. Voog, peatu hetkeks! — on vektorvélja pohiidee ja
olemus.

Vektorvéli X on iihtlasi diferentsiaaloperaator. Kui f on min-
gi skalaarfunktsioon ruumis M, on seda funktsiooni véimalik dife-
rentseerida vélja X suhtes. Funktsioon f voos a; teiseneb, f ~ f; =
f oa;, ning tuletis defineeritakse valemiga

Xf=lm (=D =(fow)iy

3Vektorvilja X voog on ruumi M teisenduste rithma G 1-parameetriline
alamrithm, homomorfismi R — G, t — a:, kujutis rithmas G. Liihidalt kir-
jutatakse a: = exptX.
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Kui ruumi M igas punktis kehtib vordus X f = 0, siis funktsioon
f on vilja X trajektooridel konstantne, ta voos a; ei muutu, f; = f.
Sellist funktsiooni nimetatakse vélja X invariandiks.

Funktsiooni f muutust voos a; kirjeldab Maclaurini rida

fr=2_ 10,
k=0
kus kordajaiks on tuletised ) (0) = X*¥f k=0,1,2,...

3. Diferentsiaalvorrand

Diferentsiaalvorrand on teatud liikluseeskiri. Kui antud punkti on
rakendatud mitmesugused vektorid, siis see tdhendab, et sellele
punktile on nédidatud mitmeid véimalusi véljuda oma algasendist.
Eeldame, et moned vektorid on rohelised ja méned punased. Rohe-
lised nooled néaitavad, kuhu liikkumine on lubatud, punased — kuhu
liikumine on keelatud. Matemaatiliselt véljendades, tegemist on
diferentsiaalvérrandiga ja me otsime voimalusi litkuda selle vorran-
di integraaljoontel. Uldjuhul me voime viljuda mitmes suunas ning
kulgeda piki erinevaid integraaljooni ehk, nagu Geldakse, lahend
pole iiheselt médratud. Vektorvilja puhul saame me antud punktist
véljuda vaid {ihes suunas ning tee on meil {iheselt médratud. Edaspi-
di usaldame ka siin intuitsiooni, kuigi matemaatikutele, nagu ikka,
pole diferentsiaalvorrandi lahendi eksisteerimine ja iithesus kaugeltki
lihtne kiisimus.

4. Puutujakujutus

Vektorite ja vektorvéljade abil on voimalik teisendusi ja liikumisi
lineariseerida. Koik vektorid punktis x € M moodustavad muut-
konna M puutujaruumi, mille tdhistame stimboliga 7,. Olgu f :
M — M kujutus ning f(x) = y. Siis koik punkti z trajektoorid
teisenevad punkti y trajektoorideks ning koéik vektorid puutuja-
ruumist 7, kanduvad iile puutujaruumi 7. Uhesonaga, tekib li-
neaarkujutus vektorruumist 7, vektorruumi 7,. See on kujutuse f
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nn puutujakujutus T f,
fM—M = T.f:17— 1.

Puutujakujutuse T, f méadrab Jacobi maatriks punktis x, mille moo-
dustavad vastavad osatuletised. Laskumata detailidesse, rohutame,
et see maatriks méérab lineaarkujutuse T, f, selle kujutise Im (T f)
(image) ning tuuma Ker(7T,f) (kernel). Kujutis Im(T, f) néitab,
kuidas vektorruum 7, viiakse vektorruumi 7,, samal ajal kui tuu-
ma Ker(T), f) jargi otsustatakse, kuidas vektorruum 7, laguneb kih-
tideks (korvalklassideks), et katta vektorruumi 7, vastav alamruum.

Lineaaralgebras kirjeldatakse seda lineaarvorrandite abil, kuid
neid detaile me siinkohal ei kisitle. Kiisimus, kas kujutus f alati
voimaldab lineariseerimist, et seda n-6 lokaalselt aproksimeerida
puutujakujutusega T f, leiab jaatava vastuse, kui kujutus f on sile,
st et iga punkti {imbruses eksisteerib Jacobi maatriks.

5. Liikumise teisenemine

Tolgendame olukorda teisest vaatevinklist. Kujutusega b : M — M
teiseneb vektorvilja X voog teise vektorvilja X vooks:

a; = exptX ~ @y = expt)?.

Jéargnev diagramm néitab, kuidas see toimub:

M 2 M
ib N irb ag ~ 6t :batbfl
M X M

Vektorvili X teisendatakse puutujakujutusega T'0 vektorviljaks X:
X =TbX. Kujutuse b Jacobi maatriks B punktis x tekitab puutuja-
ruumis 7, maatriksite siseautomorfismi

B:A — A=BAB .

Kujutusega 3, nagu teame algebrast, maatriksi A omavéirtused
ning nende stimmeetrilised funktsioonid ei muutu. Kujutus 8 nagu
raputab maatriksit A, kuid soelale jaavad invariantsed suurused.
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Niiteks, kui tasand 7, on 2-m&6tmeline vektorruum, siis maat-
riks A on (2 x 2)-maatriks ning invariantideks on determinant ja

Jélg:

a a
A:( . 2), det A = ajaq4 —asaz, trA=ai+ay.
as a4

6. Diskriminant

Vaatleme ldhemalt lineaarrithma GL(2,R) Lie algebrat ¢i(2,R),
mille elementideks on (2 x 2)-maatriksid A. Need moodustavad
ruumi R?*, kusjuures koordinaatideks on maatriksi A elemendid.
Funktsioone det A ja tr A kui siseautomorfismide invariante on voi-
malik siiski héirida. Operaatori

0 0
P=_—+_—
8@1 +6a4

voog
et A~ Ay =A+tE

indutseerib teisenduse:
det A~>det Ay =det A+t -trA+t%, trAd~trA;, =trA+2¢.
Voog ¢; jitab invariantseks ruutfunktsiooni det A; diskriminandi
A =tr’A — 4det A.

Diskriminant A méngib ruumis R* erilist rolli. Ta on siseauto-
morfismide ja operaatori P thine invariant ning seob siseauto-
morfismide invariandid (det A, tr A) operaatori P invariantidega
(a1 — ay4, ag, az):

(a1 + a4)2 — 4(a1aq — agasz) = (a1 — a4)2 + 4asas.

Selline seos kannab algebras nimetust sisiig*.

4Kujutame ette: kaks isikut (subjekti) A ja B tahavad jouda mingis asjas
selgusele. Nende va#rtushinnangud on erinevad ja on nagu kaks invariantide
stisteemi. Viitlus voib 16ppeda edukalt vaid siis, kui ldhtutakse iihistest inva-
riantidest. Siisiig on koosto6 aluseks.
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Diskriminandil A on ilus geomeetriline tolgendus. Hiiperkvadri-
kute parvel det A; = C—const on ruumis R* méhispind, mille
vorrand on A = —4C. See tuleneb faktist, et P(det A;) = tr A; ning
kvadriku det A; = C karakteristik on méaédratud loikumisel tasandi-
ga tr A; = 0. Kui projekteerida ruum R* operaatori P invariantide
ruumi zuz ,

r=a1 — a4
™o Yy = as
Z = as,
projekteerub karakteristik iihekatteliseks hiiperboloidiks 22 —4yz =
—4C. Pind A = —4C ruumis R* on silinder, mille juhtpinnaks® on
hiiperboloid ja sirgjoonelisteks moodustajateks operaatori P tra-
jektoorid.

Toome sisse tihistused (u,u’) ning projekteerime ruumi R* ta-

sandile uu':

u=detA
w=trdA ’

a, —asz —a2 aj
e ( 1 0 0 1 ) '
Kujutus ¢ projekteerib operaatori P(1,0,0, 1) operaatoriks P ning

VOO ¢t VOOKS C;:

, 0 0 5 . up = u + u't + 12
t up=u+2t.

C:RY — R% A — (u,u), {

Kui operaatoril P on kolm s6ltumatut invarianti, siis operaatoril P
on iiksainus invariant ja selleks on diskriminant

A = (u)? — 4u, Ao(=A.

Operaatori P trajektoorid projekteeruvad uu’-tasandile parabooli-
deks, kusjuures silinder A = —4C' projekteerub téielikult paraboo-

liks A = —4C. Parabooli A = 0 voib kasutada nomogrammina
ruutvorrandi lahendamisel.

®Silindril on ruumis R? sirgjoonelised moodustajad ja juhtjoon, ruumis R*
aga sirgjoonelised moodustajad ja juhtpind.
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Diskriminandil on veel iiks omadus. Kui ruutfunktsioon kirju-
tada vélja Maclaurini rea eeskujul, vottes rea kolm esimest liiget,
ja kirjutada selle funktsiooni diskriminant veidi teistmoodi,

t? (w')? "

ut:u—l—u't—f—u"E, A= 5

siis diskriminandi avaldises esimene liige % on fiiiisikas tuntud
kineetiline energia ja teine liige on alghetkeks ldbitud tee w ja jou
(teine tuletis u” on vordeline jouga) korrutis, st alghetkeks tehtud
t60 e potentsiaalne energia. Diskriminandi A invariantsus on tolgen-
datav energia jddvuse seadusena. Kummaline, et diskriminant, mi-

da tunneb iga koolilaps, on seotud energia jadvuse seadusega.

7. Invariantide stabiilsus

Kordame (2x2)-maatriksiga tehtud mottekéiku (3x3)-maatriksiga
A, Lie algebra gl(3,R) elemendiga. Seekord ollakse ruumis R?:

a; az as
A= a4 as ag € gl(3,R) ~R".
ar ag ag

Nagu eelmiselgi juhul, raputame maatriksit M siseautomorfismide-
ga. Soelale jadvad invariandid

1 ay ag as
=gl a5 a6
ay ag ag
;1flar az2|  |a1 a3|  |as ag n_ 1
U= - , u' = =(a1 + a5+ ag).
6\|as a5 ar ag ag ag 3

Raputame invariante u, u’, u” operaatori

p_ 0,0 0
_8a1 8a5 8&9
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VOOS C;:

ut:u—l—u/t%—u“%—k%
cti A~ Ay=A+tE, uQ:u’—i-u”t—i—%
uf =u" +t.

Soelale jadvad uued invariandid

1
oo=u—u'u" + g(u”)?’, o1 =u' — =(u")2

Paneme téhele, et
Pu=4', Pu=1u", Pu" =1, Poy= Po; =0.

Suurused o ja o1 on saadud avaldistest u; ja u; asendusega t =

"

—u”.

Kuna oy ja o1 on siseautomorfismide ja operaatori P iihised
invariandid, siis avalduvad nad nii siseautomorfismide kui ka ope-
raatori P invariantide kaudu. Vastavalt definitsioonile on nad in-
variantide u,u’,u” funktsioonid. Operaatori P invariantideks on

maatriksi A_,» = A —u"E elemendid. Jirelikult, vordused
00 = U_yr, o1 =1u"_yu
ongi kaks siisiigi nii iihtede kui ka teiste invariantide vahel.
Kujutusega ¢ : R? — R3, A+ (u, v/, u") projekteerub ope-
raator P operaatoriks P ja voog c¢; vooks ¢;:

~ 0 0
/ ! ~ . / " / !
P:Ua‘FU%‘FWv cr (uy wy ut) ~ (g, ug, uy ).
Operaatori P trajektoorid ruumis ww/u” on kuupparaboolid. Uks
neist, O-punkti trajektoor®, on tasanduva pinna tagasipoérde serv,
mille vérrand on I = 0, kus I = (309)%+ (201)? on algebrast tuntud

5See kuupparabool vib olla nomogrammiks kuupvéorrandi lahendamisel, vt
[4], 1k 253.
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kuupfunktsiooni u; diskriminant. Taganduv pind I = 0 on tasandite
parve u; = 0 méahispind operaatori P voos.

Raputame invariante og ja o1. Selleks kasutame operaatoreid )
ja St

Q= (v'(u")* + 3uu” — 4(u')?) 9 + 300i
ou ou'’
0 0
S = (3u—u'u '/)8—+2018 S

Nii @ kui ka S esimene komponent on teise komponendi algfunkt-
sioon P _suhtes. Seetottu [@Q, P]=[S,P] =0 ning Q ja S on ope-
raatori P infinitesimaalsed siimmeetriad. Molemas voos invariandid
09 ja o1 teisenevad. Esimesel juhul on diskriminant I operaatorite
P ja @ iihine invariant, kuid teisel juhul on ag : 0} operaatorite P
ja S iihine invariant:

Qoo = —40%, Qo1 =309, QI =0
Soo = 309, So1 = 201, S(op : 0}) =0.
Operaatorid @ ja S projekteeruvad kujutusega
x:RP = R, (u, o/, u") — (00, 01)

opo1-tasandile operaatoriteks CNQ ja S:

0 0 0 0
= 4 = —+2 .
Q 01 Bog + 3090 — 9o S = 309 Bog + 201 — o1

Operaatoritel ) ja S on iihine invariant u”. Operaatoritel @ ja

S iihist invarianti ei ole. Operaator S on operaatori () infinitesi-

maalne siimmeetria, [S,Q] = Q, st ogo1-tasandi joonteparv I =

const teiseneb operaatori S voos iseendaks: ST = 61, I; = Ie5.
Kokkuvotvalt, me tegutsesime samm-sammult:

A~ (u, ', u") ~ (09, 01) ~ (I, O'g : U%),

st héirides (3 x 3)-maatriksit A, saadi invariandid w, v’, v”; hiirides
invariante u, v/, u”, saadi eelmistest stabiilsemad invariandid o¢, o71;
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hiirides invariante og, o1, saadi eelmistest veelgi stabiilsemad inva-
riandid 1 ja 0(2) : 0:13.

Sama protsessi voib ilmselt korrata koérgemat jarku maatrik-
sitega. Uldises plaanis me tegeleme liikumistega ja liikumiste lii-
kumistega, st korgemat jarku liikumistega. Esimesel sammul on
esialgne litkumine. Teisel sammul me seda litkumist teisendame ja
tegu on liikumise litkumisega e teist jarku liikumisega. Kolmandal
sammul on tegu juba kolmandat jarku liikkumisega jne. Igal sam-
mul kerkivad esile eelmistega vorreldes piisivamad e stabiilsemad

invariandid.

8. Alg- ja keskmomendid

Toendosusteoorias késitletakse juhuslikke suurusi. Meie késitluses
on juhuslikuks suuruseks mingi siisteem, mida v6ib raputada. Kui
seda siisteemi raputada, siis jadvad soelale invariantsed suurused,
mis iseloomustavad siisteemi stabiilsust. Juhusliku suuruse X korral
vaadeldakse selle alg- ja keskmomente vy ja pg:

ve = EX®, = E(X —EX)F,

kus EX on suuruse X keskvadrtus. Keskmomendid avalduvad alg-
momentide kaudu:

p1=0
_ 2
p2 = V2 — V]

U3 = v3 — 3vovy + 21/?

Votame algmomentideks (kordaja téipsusega) suurused u, u', u”,

1 1 1 1
UZEEnggl/g, UlziEXQZEVQ, v =EX = v,
ning piiliame suurust X ning algmomente héirida:
ut:%E(X—l—t)?’ ut:u—f—u’t—i—u”g—k%
up = 5 E(X +1)° = u{‘/:u’—i—u”t—}—%
ul = E(X +1) u =u" +t.
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Oleme ruumis uu'u” operaatori P voos ¢; . Nideme, et soelale jaidvad
keskmomendid:

{ Jozu—u’u”—i—%(u")?’ N { 00:%/@,

Ulzu/—%(u”)z 01:§,u2.

Diskriminant I avaldub omakorda keskmomentide funktsioonina:
1
I=(300)" + (201)° = ZM% + 43

Samasugune seos invariantide ja momentide vahel ilmneb ka
korgemat jirku maatriksite ja vastavate poliinoomide puhul. See
pole juhuslik kokkusattuvus. Eesmérk nii siin kui seal on suuruste
leidmine, nii et igal sammul saadakse eelmistest stabiilsemad suu-
rused.

9. Korgemat jarku liikumised

N&eme iimberringi mitmesuguseid liikumisi. Liigub auto, rong, len-
nuk, poorleb Maa. Meie laiuskraadil me osaleme selles poorlemises
kiirusega ca 200 m/s. Maa liigub iimber Piikese kiirusega ca 20
km/s. Kiisime néiteks, kas on voimalik méngida laeval piljardit?
Lihtne vastus — vo6ib, kui meid miski ei héiri. Kui aga arvestada
koiki reaalseid faktoreid, laheb asi keeruliseks. Koige hullem, kui
meri on tormine.

Liikuva punkti hetkeseisu iseloomustame vektoriga, voogu vek-
torvéljaga, teisendusi lineariseerime maatriksitega. Nagime, kuidas
maatriksit héirides kerkivad jirk-jargult esile invariandid. See tédhe-
lepanek on meie jaoks olulise tdhtsusega. Kuid me alustasime vek-
torist, liikumise stoppkaadrist, siis kiisigem, milline on teist ja kol-
mandat jérku liikumise stoppkaader, korgemat jarku litkumise
stoppkaader?

Olgu (u, up) likkuv punkt w muutkonnal M koos trajektoori
puutujavektoriga uy, ehk nn punkti u infinitesimaalne nihe. Raagi-
takse muutkonna M korrustest TM ,T?M, ... ning elementidest

weM, (u,u)€TM, (u,uy, us, up)€T?M, ...,
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kus iga jargmine element on eelmise elemendi infinitesimaalne nihe.
Siis k-ndat jarku liikumise stoppkaader on korruse T*M element,
k = 1,2,... Jarelikult, korgemat jarku liikumisi on véimalik li-
neariseerida muutkonna M vastavatel korrustel. Nii saab alguse uus
teooria — kdorgemat jarku litkumiste teooria.

Voib néida, et uue teooria tehniline kiilg, st vastava aparatuuri
viljatootamine, kujuneb meeletult keerukaks. Tegelikult on asi liht-
sam, sest me tegutseme iteratiivselt, korrates samu liigutusi ja tous-
tes korruselt korrusele. Korruse dimensioon iga kord kahekordistub,
st dim T*M = 2F dim M, ning see on peamine, mida tuleb arvesta-
da. Hoopis pdnevaks kujuneb duaalne struktuur. Algebras me tun-
neme duaalsust nagu ”vektor-kovektor”, diferentsiaalgeomeetrias
valitseb duaalsus ”vektorviljad-diferentsiaalvormid”. Korrused on
mitmekordsed vektorkihtkonnad ja siin tulevad méngu nn sektor-
vormid ning see muudab pohimotteliselt meie endisi arusaamu.

Antud teema on niivord uudne ja avar, et selles suunas on tehtud
vaid esimesed sammud, vt [1-4]. Samal ajal kerkib péevakorda mit-
meid votmeprobleeme. Niiteks, me liialt tagasihoidlikult suhtume
Lie-Cartani arvutusse; meie spetsialistid ja pedagoogid ei toota
nii jouliselt Lie tuletistega ja diferentsiaalvéorranditega, et voiksime
uuendada traditsioonilise, kuid niitid juba aegunud tehnika. Me ei
moista sellega hukka geniaalset parandit, mille on meile jatnud meie
eelkiijad. Meie véljakutse on hinnata toelisi vaartusi, st stabiilseid
invariante. Teooriast nagu 16plikult vélja kujunenud siisteemist on
kindlasti vara veel radkida.
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