Paraboolsete integrodiferentsiaalvorrandite
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1. Soojusjuhtivusvorrand ja selle lahendi positiivsus

Olgu vaatluse all n-mo6tmeline homogeenne soojust juhtiv keha
Q). Matemaatilisest fiilisikast on teada, et selle keha temperatuur u
rahuldab ajahetkel ¢ (eeldame, et ¢ > 0) keha punktis = jargmist
diferentsiaalvorrandit:

Bur(x,t) = ANu(z, t) + f(z,t), z€Q,t>0, (1)

kus £ on soojusmahtuvuse ja tiheduse korrutis, A on soojusjuh-
tivuskordaja, A on Laplace’i operaator, st Au = Y "" | Ug,q,, indek-
sid téhistavad osatuletisi ja f on soojusallikate tihedus. Tegemist on
klassikalise paraboolset tiitipi osatuletistega diferentsiaalvorrandiga.
Selle saab lihtsalt tuletada nn Fourier’ seadusest, mis seob soo-
jusvoogu ¢ ja temperatuuri gradienti

q(z,t) = =AVu(zx,t) (2)
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36 Paraboolsete integrodiferentsiaalvorrandite positiivsusprintsiip

ning energia jadvuse seadusest diferentsiaalsel kujul
Pug +divg = f. (3)

Kuna diferentsiaalvorrandil (1) on lopmata palju lahendeid, tuleb
lahendi iiheseks médramiseks ette anda lisatingimusi. Fiitisikalisest
aspektist on kdige loomulikum anda ette algtingimus temperatuuri
jaoks ajahetkel ¢ = 0 ja mingisugune soojusreziim piirkonna € ra-
jal 0. Lihtsaima iilesande saame, kui anname ette temperatuuri
vadartused rajal. Siis on vastavad lisatingimused jargmised:

u(z,0) = up(x), x € Q, wu(x,t) =g(x,t),r €, t>0, (4)

kus ug ja g on etteantud funktsioonid. Vérrand (1) koos tingimuste-
ga (4) moodustab nn segaiilesande.

Ulesannet (1), (4) saab mitmel moel iildistada, vottes kas keeru-
lisema paraboolse diferentsiaalvorrandi voi keerulisemad rajatingi-
mused. Teeme siinkohal iihe lihtsa iildistuse, mida on meie teooria
jaoks vaja ka edaspidi. Nimelt lisame vorrandisse liitkme au(z,t),
kus a on suvaline reaalarv. Siis saame jérgmise vorrandi:

Bug(x,t) = Au(x,t) + au(z,t) + f(z,t), z€Q, t>0. (5)

Ulesande (5), (4) klassikaliseks lahendiks nimetatakse funkt-
siooni u, mis on pidev piirkonnas Q x [0, 00), iiks kord pidevalt dife-
rentseeruv ajamuutuja t suhtes ja kaks korda pidevalt diferentseeruv
ruumimuutujate komplekti {z;} suhtes piirkonnas Q x (0, c0) ning
rahuldab tingimusi (5), (4).

Eeldame koéikjal edaspidi, et hulk €2 on tokestatud, lahtine ja
sidus ning kordajate A ja 8 jaoks kehtivad vorratused

B>0, XA>0. (6)

Neil eeldustel on voimalik tdestada, et kui funktsioonid f,ug ja g
rahuldavad teatud regulaarsuse tingimusi, siis eksisteerib iilesandel
(5), (4) parajasti iiks klassikaline lahend.

Kehtib jéargmine teoreem, mida sobiks nimetada iilesande (5),
(4) lahendi positiivsusprintsiibiks.

Eesti Matemaatika Selts Aastaraamat 2009  Autorioigus EMS, 2010



Paraboolsete integrodiferentsiaalvérrandite positiivsusprintsiip 37

Teoreem 1. Olgu u ilesande (5), (4) klassikaline lahend ja kehtigu
vorratused f >0, ug > 0, g > 0. Siis u > 0.

See teoreem jareldub vahetult paraboolset tiiiipi vorrandite ekstree-
mumprintsiibist, mis on natuke tugevam viide kui &sjasénastatud
teoreem. Fiiiisikalisest seisukohast on Teoreemi 1 kehtivus ilmne:
kui alghetkel ¢ = 0 on keha temperatuur positiivne, keha rajal on
temperatuur positiivne ja kehas paiknevad soojusallikad on ka posi-
tiivsed, siis peab keha temperatuur ¢ > 0 korral samuti positiivne
olema.

Positiivsusprintsiipi saab kasutada mitmete matemaatiliste vi-
dete toestamisel. Niiteks jareldub sellest printsiibist otseselt iilesan-
de (5), (4) klassikalise lahendi iithesus. Seda printsiipi saab kasuta-
da ka mitmete vorrandile (5) pustitatud poordiilesannete lahendite
ithesuse toestamisel (nt koefitsientide madramine 16pptingimuse alu-

sel [1]).

2. Integrodiferentsiaalne soojusjuhtivuse mudel

Mudeli (1) pohiliseks puuduseks on asjaolu, et soojus levib selles
16pmata kiiresti. Seetottu on kasutusele voetud ka mitmeid tdiusta-
tud mudeleid, milles soojuslainetel on 16plik kiirus. Alljargnevalt
vaatlemegi iihte neist. Lahtume jargmisest iildistatud Fourier’ sea-
dusest [3]:

q(z,t) = =AVu(zx,t) +/0 m(t — 7)Vu(z, 7)dr. (7)

Siin esineb lisaks soojusjuhtivuskordajale ka nn soojusvoo relaksat-
stoonituum ehk mdlutuum m. Edaspidi eeldame lihtsuse mottes, et
m on pidevalt diferentseeruv. Fiilisikalised eeldused tuuma m kohta
on jérgmised:

m>0, m' <0. (8)

Niiteks kasutatakse praktikas kiillalt sageli eksponentsiaalseid tuu-
mi

N
m(t) = Zale_%t, 9)
=1
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kus ag,v; > 0.
Seosed (7) ja (3) annavad jirgmise paraboolse integrodiferent-
staalvorrandi:

{But(x ,t) = Mu(z, t) fo T)Au(z, 7)dT + f(2,1), (10)

xeQ, t>0.

Koos alg- ja rajatingimustega moodustab see iilesande (10), (4). On
voimalik toestada, et teatud regulaarsuse eeldustel funktsioonide
fyuo ja g kohta eksisteerib iilesandel (10), (4) parajasti iiks klas-
sikaline lahend.

Integraalne liige toob soojusjuhtivusprotsessi teatud inertsust,
mille tulemusena muutub soojuslainete kiirus 16plikuks. Teatud
inerts tekib ka positiivsusprintsiibis. Seda vaatlemegi allpool.

Kuid eelnevalt toome sisse taiendava tdhistuse. Olgu v ja w kaks
muutujast ¢ soltuvat funktsiooni. Téhistame nende funktsioonide
konvolutsiooni stimboliga *, st

t
vxw(t) = / v(t — T)w(r)dr.
0
Siis saab vorrandi (10) kirjutada jargmiselt:
Bup(x,t) = (A — mx)Au(z,t) + f(z,t), ze€Q,t>0, (11)

kus I on iihikoperaator.
Tuuma m resolventtuumaks nimetame funktsiooni k, mis rahul-
dab jargmist 2. liiki Volterra integraalvorrandit:
1 1
Integraalvorrandite teooriast tuleneb, et pidevalt diferentseeruva m
korral on vorrandil (12) parajasti iiks pidevalt diferentseeruv lahend
k. Vorrand (12) on konstrueeritud selliselt, et kehtiks jargmine seos:

(AT + kx) (AL —mx) = 1. (13)
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3. Positiivsusprintsiip integrodiferentsiaalses mudelis

Rakendame vorrandi (11) vasakule ja paremale poolele operaatorit
A7 + kx. Arvestades vordust (13), saame

A1 Buy + kxup = Au+ h, (14)

kus
h(x,t) = N f(x,t) + K+ f(2,t). (15)

Positiivsusprintsiip on jargmine.

Teoreem 2. Eeldame, et k > 0, k' < 0. Olgu u iilesande (10), (4)
klassikaline lahend ja kehtigu vorratused h > 0, ug > 0, g > 0. Siis
u > 0.

Téoestuse visand. Tdestuse idee seisneb ekvivalentse iilesande (14),
(4) itereerimises tavaliste paraboolsete iilesannetega ja viimastele
Teoreemi 1 rakendamises.

Integreerime vorrandis (14) esinevat liiget k * u; ositi:

ks gz, 1) = /0 k(t — 7w (2, 7)dr = k(0)u(, £) — k(t)u(z, 0)+

¢
—|—/ K (t — T u(x, 7)dr = k(0)u(x,t) — k(t)uo(z) + k¥ * u(z,t).
0
Kasutades seda seost vorrandis (14), tuletame
A1 Bus + k(0)u — kug + k' *u = Au + h.

Viies siin osa liikmeid paremale poole ning lisades alg- ja rajatingi-
mused, saame iilesande u jaoks kirjutada jargmisel kujul:

AL Buy(z,t) = Au(z, t) — k(0)u(z, t) + k(t)ug(z)—

—K s u(z,t) + h(x,t), z€Q, t >0, (16)

u(z,0) = up(x), x € Q, wu(x,t) =g(x,t), x € 0, t > 0.
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Defineerime funktsioonide jada u?, j = 0,1,2, ... selliselt, et u® = 0
jaw?, 5 > 1 rahuldab jargmist itereeritud iilesannet:

A Bud (2,1) = A (2, 1) — k(0)u? (2, t) + k(t)uo(z)—
—k' s w N, t) + h(x,t), TE€Q, t >0, (17)
u (x,0) = up(x), z € Q, ! (x,t) = g(x,t), = € 0Q, t > 0.
On voimalik tdestada (sellega me siin tdpsemalt ei tegele)? et iilesan-
del (17) eksisteerib parajasti iiks klassikaline lahend w’/ ja kehtib

seos
u(z,t) = lim v/ (z,t) iga x € Qjat > 0 korral. (18)

J—00

Niitame aga, et kehtib jargmine implikatsioon:
wWl>0 = W >0. (19)

Téepoolest, kui w/~! > 0, siis eelduste ug > 0, £ > 0, k¥’ < 0 ja
h > 0 tottu saame

kug—k «u/ 14+ h>0

ja Teoreemi 1 pohjal kehtib iilesande (17) lahendi kohta vorratus
ul > 0.
Implikatsioonist (19) ja vordusest u® = 0 tuleneb, et

w >0 igaj=1,2,... korral

ning seosest (18) jéreldubki teoreemi véide u > 0. O

Kirjeldatud positiivsusprintsiipi on artikli autor koostoos
K. KAsEMETSaga rakendanud paraboolsetele integrodiferentsiaal-
vorranditele piistitatud poordiilesannete uurimisel [2].

Teoreemi 2 eelduste hulgas esinevad vorratused k£ > 0 ja
k" < 0 resolventtuuma jaoks. Seega tekib kiisimus: milliseid tingimu-
si peab rahuldama tuum m selleks, et resolventvorrandi (12) lahend
k rahuldaks neid vorratusi? Naitame, et need piisavad tingimused
on jérgmised:

m>0, Am'(t) < —m(0)m(t). (20)
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Selleks esitame vorrandi (12) lahendi Neumanni reana

A2+Z( ) bok

kus

A

i korda
Kuna A > 0, siis sellest reast jareldub implikatsioon m > 0 =
kE > 0. Kuna m x k(0) = 0, siis vorrandist (12) ¢ = 0 korral saame

vorduse k(0) = "”;\(20 ) Diferentseerime vorrandit (12):

1 1 1
]{?l — Xm * k’l - k(O)Xm = ﬁm'
Asendades siin k(0) suurusega )\(2), tuletame jirgmise vorrandi &’
jaoks:
1 1
k/—xm*k": 2 (m'—k@m).

Esitame sellegi vorrandi lahendi Neumanni reana

o o ) L0 o4 00)

Siit néhtub, et vorratuste m > 0 ja m’ + ( m0) < 0 korral kehtib
k' < 0. Olemegi toestanud, et tingimused (20) on piisavad vorra-
tuste k > 0, k¥’ <0 jaoks.

Tingimused (20) on pisut rangemad kui fiitisikalised vorratused
(8) suuruse m jaoks. Eksponentsiaalsete tuumade (9) korral on
tingimused (20) tdidetud juhul, kui Ay > ;> 0,1=1,...,N.

4. Méargi inertsus

Paneme téhele, et Teoreemi 2 eelduste hulgas ei esine soojusallikate
tiheduse f positiivust. Selle asemel esineb seal tingimus

h=X1f+kxf>0.
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Mittetriviaalse k korral on tingimus h > 0 norgem kui f > 0. See
annabki ruumi teatavale temperatuurimérgi inertsusele soojusal-
likate tiheduse suhtes.

Toome iihe niite. Eeldame, et kehtivad seosed k > 0, ¥’ < 0 ja
k # 0. Olgu t = T mingi positiivne aja vadrtus ja allikate tihedus
f jargmine:

=1 kui (z,t) € Q x (0,7 — 0],
flz,t) ¢ €(—€1) kui (z,t) e Qx (T —6,T—0/2),
= —¢ kui (x,t) € Qx [T —4§/2,T),

kus 0 € (0,7) jae > 0. Toestame, et kui § ja € on piisavalt viikesed,
nii et kehtib vérratus

/OH k(t—r)dr > e G + /Tt5 k(t — T)d7> (21)

igate (T'—0,T

h(z,

Toepoolest, kui (z,t) € Q x (0,7 — 4], siis on vorratus h(z,t) > 0
ilmne, sest alampiirkonnas 2 x (0,7 — §] on f positiivne. Edasi olgu
(z,t) € Qx(T—46,T). Siis f definitsiooni, k positiivsuse ja vorratuse
(21) tottu

) korral, siis on h positiivne, st
t) > iga (x,t) € 2 x(0,T) korral. (22)

h(z,t) = X" f(z,t) + /0 k(t —7)f(x,7)dr

T—6 t
> —)\_le—l—/ k:(t—T)dT—e/ k(t —T)dr > 0.
0

T—6
Olemegi toestanud (22). Kui lisaks tingimusele (21) kehtivad eel-
dused ug > 0 ja g > 0, siis positiivsusprintsiibi pohjal
u(z,t) >0 iga (x,t) € Qx(0,7) korral.
Kokkuvotteks: antud néites séilib temperatuuri positiivsus ajahetke

t = T ldhedal, vaatamata sellele, et soojusallikate tihedus muutub
t = T lahedal negatiivseks.
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