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Sissejuhatus

Käesolevas artiklis üldistame tuletise ja integraali mõiste ühemõõt-
meliselt juhult mitmemõõtmelisele. Klassikaline matemaatiline ana-
lüüs seda üldistust teatavasti ei tee. Tuletist võib vaadelda kui vek-
torit. Käesolevas artiklis vaatleme tuletisi kui vektoreid (p × q)-
vektorruumis. Selle ruumi vektoreid esitame maatriksitena, millel
on p rida ja q veergu. Toome lihtsa näite selle käsitluse kohta.

Näide 1.Olgu antud funktsioon u = xyz. Funktsiooni u tuletist
vaatleme vektorina

gradu =

(
∂u

∂x
,
∂u

∂y
,
∂u

∂z

)
= (yz, xz, xy).

Korrutades vektori gradu vektoriga d = (dx, dy, dz) ′ (sümbol ′

tähendab transponeerimist), saame

(gradu)d = yzdx+ xzdy + xydz =
∂u

∂x
dx+

∂u

∂y
dy +

∂u

∂z
dz = du.

Integreerides saame
∫
du = u. Demonstreerisime olukorda, kus tule-

tis on (1× 3)-maatriks, integraal aga skalaar.
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Selles artiklis üldistame näidet 1 juhule, kus integreeritav aval-
dis ning integreerimismuutuja on maatriksid. Artiklis viidatakse
rohkesti varasematele maatriksalgebra töödele.

1. Tulemusi maatriksalgebrast

Selles alajaotuses esitame maatriksalgebra tulemusi, mis on raken-
duslikust seisukohast olulised. Viimase 30–40 aasta jooksul on mit-
memõõtmelise statistilise analüüsi areng toimunud käsikäes maat-
riksalgebra arenguga. Järgnevalt kirjeldame mitmemõõtmelises sta-
tistikas kasutatavaid tehteid maatriksitega.

a) Vektoriseerimine. Vektoriseerimise operatsiooni tähista-
takse vec. Olgu meil maatriks X : p× q2. Siis

vecX = (x11, . . . , xp 1, x12, . . . , xp 2, . . . , x1q, . . . , xp q)
′.

Operatsioon vec teeb maatriksist X veeruvektori vecX.

b) Blokkmaatriksid. Blokkmaatriksi defineerimisel kasutame
monograafia [4] tähistusi.

Definitsioon 1. Maatriksit A : p × q nimetatakse blokkmaatrik-
siks, kui ta sisaldab of (pi × qj)-alammaatrikseid ehk blokke [A]ij ,
nii et

A =



[A]11 [A]12 · · · [A]1v
...

...
. . .

...
[A]u1 [A]u2 · · · [A]uv


 ,

u∑

i=1

pi = p ;

v∑

j=1

pj = q.

Vektoriseerimist ja blokkmaatriksi moodustamist kasutatakse
järgnevas maatriksoperatsioonis.

c) Kroneckeri korrutis. Alternatiivsed nimetused sellele ope-
ratsioonile on otsekorrutis ja tensorkorrutis. Kirjeldatavat tehet
tähistame sümboliga ⊗. Olgu antud maatriksidX : p×q jaY : r×s.

2Nii tähistab autor (p× q)-maatriksit X.
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24 Maatrikstuletis ja -integraal

Nende maatriksite otsekorrutiseks nimetatakse (pr× qs)-maatriksit
X⊗Y, mis on defineeritud blokkmaatriksina

X⊗Y = [xljY], l = 1, 2, . . . , p; j = 1, 2, . . . , q,

milles

xljY =



xljy11 · · · xljy1s

...
. . .

...
xljyr1 · · · xljyrs


 .

Otsekorrutist X⊗k nimetatakse maatriksi X k-ndaks otseastmeks
([1]).

Lihtne on veenduda, et maatriksite liitmine ja otsekorrutise võt-
mine on omavahel seotud distributiivselt. Vaatleme järgnevalt maat-
riksite otsekorrutise seoseid maatriksite korrutamise ja vektorisee-
rimisega.

Olgu antud maatriksid A : p×q, B : q×n, C : r× t ja D : t×s.
Siis kehtib seos

(AB)⊗ (CD) = (A⊗C)(B⊗D).

Vektoriseerimise ja otsekorrutise vahel kehtib seos

vec(XYZ) = (Z ′ ⊗X)vecY,

kus Z on (r × q)-maatriks, X on (p× s)-maatriks ja Y on (s× r)-
maatriks.

Tähtkorrutis. See tehe on sisse toodud E. C. MacRae poolt
([3]), kus ta tähtkorrutise tähistusena kasutas sümbolit *. Tähtkor-
rutise tähendus selgub hiljem, kui käsitleme maatriksintegraali.
Peatume sellel tehtel lähemalt.

Maatriksi A : p×q ja blokkmaatriksi B : pr×qs tähtkorrutiseks
A ∗B : r × s nimetatakse maatriksit

A ∗B =

p∑

l=1

q∑

j=1

alj [B]lj ,
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kus [B]lj on (r × s)-maatriks.
Toodud definitsioonist järeldub, et tähtkorrutis on teatud mõt-

tes otsekorrutise pöördoperatsioon. Kui otsekorrutis suurendab
maatriksi dimensiooni, siis tähtkorrutis vähendab seda. Teisalt võib
tähtkorrutist käsitleda kui vektorite skalaarkorrutise üldistust. Tõe-
poolest, (1×n)-maatriksi x =

(
x1 x2 . . . xn

)
ja (n×1)-maatriksi

y =




y1
y2
...
yn




tähtkorrutis avaldub kujul

x ∗ y =
n∑

i=1

xiyi,

mis vastab klassikalisele skalaarkorrutise definitsioonile.
Loetlesime mitmemõõtmelises statistilises analüüsis enim kasu-

tatavad tehted maatriksitega. Uusimaid tulemusi mitmemõõtmeli-
ses statistikas kasutatavast maatriksaparatuurist võib lugeja leida
monograafiast [2].

2. Maatrikstuletis

Järgnevalt formuleerime maatrikstuletise mõiste. Esmalt definee-
rime Frechet’ tugeva tuletise mõiste. Olgu antud kujutus f : U → V
normeeritud ruumist U normeeritud ruumi V .

Definitsioon 2. Kujutust f : U → V nimetatakse diferentseeru-
vaks Frechet’ mõttes, kui ta arendub kujul

f(x+ h) = f(x) +Dxh+ ε(x, h),

kus Dx : U → V on pidev lineaarne operaator ning kehtib seos

lim
||h||→0

||ε(x, h)||
||h|| = 0.
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Pidevat lineaarset operaatorit Dx : U → V nimetatakse kuju-
tuse f Frechet’ tuletiseks ehk tugevaks tuletiseks kohal x. Interpre-
teerime definitsiooni 2 koordinaatkujul. Olgu U ja V vastavalt
(p × q)- ja (r × s)-mõõtmelised vektorruumid ning f(X) = Y, kus
X ∈ U ja Y ∈ V . Seega X on maatriks, milles on p rida ning q
veergu, Y aga r-realine ja s-veeruline maatriks. Järelikult on maat-
riks Y : r × s maatriksi X : p × q funktsioon. Eeldame, et iga
i = 1, 2, . . . , p; j = 1, 2, . . . , q; k = 1, 2, . . . , r ja l = 1, 2, . . . , s
korral eksisteerivad mingis lahtises hulgas A pidevad osatuletised
∂ykl
∂xij

. Siis võime defineerida maatrikstuletise järgmiselt.

Definitsioon 3. Maatriksit
dY

dX
: rs × pq nimetatakse maatriksi

Y : r × s maatrikstuletiseks maatriksi X : p× q järgi hulgas A, kui

dY

dX
=

d

dvec ′X
⊗ vecY

kus

d

dvec ′X
=

(
∂

∂x11
, . . . ,

∂

∂xp1
, . . . ,

∂

∂x1q
, . . . ,

∂

∂xpq

)
.

Definitsiooni 3 esitas H. Neudecker 1969. aastal ([5]). Seda
tuletist nimetatakse Neudeckeri maatrikstuletiseks. Kuid on ole-
mas veel üks laialt levinud maatrikstuletise mõiste, mille esitas
E. C. MacRae ([3]) ja mis säilitab maatriksite struktuuri.

Definitsioon 4. Maatriksit
∂Y

∂X
: pr × qs nimetatakse maatriksi

Y : r × s by X : p× q maatrikstuletiseks hulgas A, kui

∂Y

∂X
=

d

dX
⊗Y

kus

d

dX
=




∂
∂x11

· · · ∂
∂x1q

...
. . .

...
∂

∂xp1
· · · ∂

∂xpq


 .
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Maatrikstuletis ja -integraal 27

Definitsioonis 4 esitatud tuletist nimetatakse MacRae maat-
rikstuletiseks. Rakenduste mõttes on olulisem Neudeckeri maatriks-
tuletis, teoreetilises aspektis aga on tähtsam MacRae maatriks-
tuletis.

3. Maatriksintegraal

Olgu maatriksid Y ja Z maatriksi X funktsioonid. Defineerime
maatriksintegraali.

Definitsioon 5. Öeldakse, et maatriks Y : r × s on maatriksi
Z : rs× pq maatriksintegraal maatriksi X : p× q järgi, kui

∂Y

∂X
= Z.

Seega on maatriksintegraal defineeritud kui maatrikstuletise
pöördoperatsioon. Maatrikstuletist on põhjalikult uuritud artiklis
[6]. Siinkohal anname ülevaate selle maatriksoperatsiooni olemusest
ning esitame tehnika, et leida maatrikstuletisest maatriksintegraal.
Fakti, et maatriksY on maatriksi Z maatriksintegraal, tähistatakse

∫

<pq

Z ◦ dX = Y. (1.1)

Kui maatriks Y on maatriksi Z maatriksintegraal, siis maatriks
Y+C, kus C on maatriksiga Y samamõõtmeline konstantne maat-
riks, on samuti maatriksi Z maatriksintegraal. Definitsioon 5 on
määramata maatriksintegraali definitsioon. Määratud maatriksin-
tegraali saab defineerida järgnevalt.

Definitsioon 6. Vahet
∫ B
A Z ◦ dX = Y(B) − Y(A) nimetatakse

maatriksi Z määratud maatriksintegraaliks rajades A kuni B.

Järgnevalt avaldame tähtkorrutise abil diferentseerimisoperaa-
tori d :

d =



dx11 · · · dx1q
...

. . .
...

dxp1 · · · dxpq


 ∗




∂
∂x11

· · · ∂
∂x1q

...
. . .

...
∂

∂xp1
· · · ∂

∂xpq


 =
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28 Maatrikstuletis ja -integraal

=

p∑

l=1

q∑

j=1

∂

∂xlj
dxlj

Nüüd saame defineerida maatriksdiferentsiaali.

Definitsioon 7. Maatriksit dY : r×s nimetatakse maatriksi Y(X)
maatriksdiferentsiaaliks, kui

dY = dX ∗ ( d

dX
⊗Y).

Kehtib teoreem:

Teoreem 1. Olgu Z =
∂Y

∂X
. Siis

∫

<pq

Z ◦ dX =

∫

<pq

dX ∗ Z.

Tõestus. Operaatori d abil esitub maatriksi dY maatriksdife-
rentsiaal järgnevalt ([6]):

dX ∗ Z = dX ∗ ∂Y

∂X
= dX ∗ ( d

dX
⊗Y) =



dx11 · · · dx1q
...

. . .
...

dxp1 · · · dxpq


 ∗

∗




∂y11
∂x11

· · · ∂y1s
∂x11

· · · ∂y11
∂x1q

· · · ∂y1s
∂x1q

...
. . .

...
. . .

...
. . .

...
∂yr1
∂x11

· · · ∂yrs
∂x11

· · · ∂yr1
∂x1q

· · · ∂yrs
∂x1q

...
. . .

...
. . .

...
. . .

...
∂y11
∂xp1

· · · ∂y1s
∂xp1

· · · ∂y11
∂xpq

· · · ∂y1s
∂xpq

...
. . .

...
. . .

...
. . .

...
∂yr1
∂xp1

· · · ∂yrs
∂xp1

· · · ∂yr1
∂xpq

· · · ∂yrs
∂xpq




=

=




∑p,q
i,j=1

∂y11
∂xij

dxi,j · · · ∑p,q
i,j=1

∂y1s
∂xij

dxi,j
...

. . .
...∑p,q

i,j=1
∂yr1
∂xij

dxi,j · · · ∑p,q
i,j=1

∂yrs
∂xij

dxi,j


 =
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=



dy11 · · · dy1s
...

. . .
...

dyr1 · · · dyrs


 = dY.

Seega saame esitada maatriksi Z maatriksintegraali kujul

Y =

∫

<pq

dY =

∫

<pq

dX ∗ Z.

Kasutades seost (1.1), saadaksegi teoreemi väites esitatud avaldis.
¤

4. Maatriksintegraali omadusi

Tutvustame järgnevalt maatriksintegraali omadusi. Omaduste tões-
tused on esitatud publikatsioonis [6] ning käesoleva artikli autori
doktoritöös ([7]).

Esimesed kaks omadust on ühikmaatriksi maatriksintegraalist
ja maatriksintegraali aditiivsusest.

Omadus 1. Iga maatriksi X : p× q korral

∫

<pq

Ipq ◦ dX = X,

kus Ipq on (pq × pg)-ühikmaatriks.

Omadus 2. Olgu Y = U+V. Siis

∫

<pq

Y ◦ dX =

∫

<pq

dX ◦U+

∫

<pq

dX ◦V.

Järgmist omadust saab rakendada diagonaalmaatriksile.

Omadus 3. Olgu A : pq × pq konstantne diagonaalmaatriks ja
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olgu X : p× q. Siis

∫

<pq

A ◦ dX =




a11x11
a22x21

...
appxp1

ap+1,p+1x12
...

apq,pqxpq




.

Esimeses kolmes omaduses lähtusime maatrikstuletise definit-
sioonist 4. Järgmistes omadustes lähtume Neudeckeri maatrikstule-
tise definitsioonist (definitsioon 3).

Olgu antud pidev funktsioon g(x), mille argumendiks on
p-vektor x. Eeldame, et g(x) on k korda pidevalt diferentseeruv
mingis lahtises piirkonnas A. Tähistame funktsiooni g(x) k-ndat
järku tuletist g(k)(x) ning p-vektorite a ja b skalaarkorrutist kujul
(a,b) :

(a,b) = a′b.

Tähistagem
1p = (1, 1, ..., 1)′︸ ︷︷ ︸

p times

ning defineerime operaatorid

d

sdx
=

p∑

l=1

∂

∂xl
(1.2)

ja

sdx :=

p∑

l=1

dxl. (1.3)

Operaatoreid (1.2) ja (1.3) nimetatakse vastavalt skalaarseks dife-
rentseerimise operaatoriks ja skalaarseks diferentsiaaloperaatoriks.

Nendes tähistustes võime kirja panna järgmised maatriksinteg-
raali omadused.
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Omadus 4. Kehtib seos
∫

<p

g(k+1)(x) ◦ dx = (g(k)(x)) ′.

Omadus 5. Olgu A : n× pk−1 konstantne maatriks ja Al selle
maatriksi l. reavektor (l = 1, 2, . . . , n). Siis

∫

<p

Ag(k)(x) ◦ dx′ =



(A1, vec g

(k−1)(x))
...

(An, vec g
(k−1)(x))


 .

Omadus 6. Olgu a vektorist x sõltumatu skalaar. Siis

∫

<p

(
d

dx′ , 1p

)
ag(x) ◦ (sdx) = ag(x).

Järgmine omadus üldistab omadust 6.

Omadus 7. Olgu a vektorist x sõltumatu skalaar. Siis

∫

<p

(
d

dx′

⊗k

, 1pk

)
ag(k)(x) ◦ (sdx) =

=

∫

<p

(
d

dx′

⊗k−1

, 1pk−1

)
ag(k−1)(x),

kus k = 1, 2, . . ..

Omadus 8. Olgu funktsioonid g ja G sellised, et

g(x) =
∂pG(x)

∂x1 . . . ∂xp
.

Siis ∫
...

∫

︸ ︷︷ ︸
p

g(x)dx1...dxp =

∫

<p

d

sdx
G(x) ◦ (sdx).
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Omadusest 8 järeldub järgmine omadus.

Omadus 9. Olgu a konstantne p-vektor. Siis

∫
...

∫

︸ ︷︷ ︸
p

(
a,

d

dx

⊗k
)
g(x)dx1 . . . dxp =

(
a,

d

dx

⊗k
)
G(x).

Maatriksintegraali omadusi 4–9 on rakendatud tundmatu mit-
memõõtmelise jaotusfunktsiooni lähendamisel tuntud jaotusfunkt-
siooniga ([8]).

5. Näiteid

Lõpuks toome mõningaid näiteid demonstreerimaks, kuidas töötab
maatriksintegraal. Esmalt näitame, kuidas leida tähtkorrutise abil
maatriksintegraali.

Näide 2. Olgu antud maatriksid

X = (x1, x2) ja Y =

(
x1x2

x21 +
x1
x2

)
.

Tähtkorrutise abil saadakse

dX ∗ ∂Y

∂X
= (dx1, dx2) ∗




∂x1x2)
∂x1

∂x1x2
∂x2

∂(x2
1+

x1
x2

)

∂x1

∂(x2
1+

x1
x2

)

∂x2


 =

=

(
x2dx1 + x1dx2

(2x1 +
1
x2
)dx1 − 1

x2
2
dx2

)
=

(
dx1x2

d(x21 +
x1
x2
)

)
.

Siit saab ilmutada maatriksi Y:

Y =

∫

<pq

(
d(x1x2)

d(x21 +
x1
x2
)

)
.

Järgnevalt konstrueerime näite määramata maatriksintegraa-
list.
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Näide 3. Olgu antud maatriks X = (x1, x2) ning olgu maatriks

Z =

(
x21 x32
2x1 2x2

)

maatriksi Y maatrikstuletis maatriksi X järgi. Siis

Y =

∫

<2

dX ∗ Z =

∫

<2

(dx1, dx2) ∗
(
x21 x32
2x1 2x2

)

=

∫

<2

(
x21dx1 + x32dx2

2x1dx1 + 2x2dx2

)
=

(
x3
1
3 +

x4
2
4 + c1

x21 + x22 + c2

)
=

=

(
x3
1
3 +

x4
2
4

x21 + x22

)
+C,

kus

C =

(
c1
c2

)
.

Kolmandas näites leiame määratud maatriksintegraali.

Näide 4. Olgu antud maatriksid X = (x1, x2, x3),

Z =



x3 cosx1 cosx2 −x3 sinx1 sinx2 sinx1 cosx2
x3 cosx1 sinx2 x3 sinx1 cosx2 sinx1 sinx2
−x3 sinx1 0 cosx1


 ,

A = (−π

2
,−π

2
,−1) ja B = (

π

2
,
π

2
, 1). Leiame määratud maatriksin-

tegraali
∫ B
A Z ◦ dX:

∫ B

A
Z ◦ dX =

∫ B

A
(dx1, dx2, dx3)∗

∗



x3 cosx1 cosx2 −x3 sinx1 sinx2 sinx1 cosx2
x3 cosx1 sinx2 x3 sinx1 cosx2 sinx1 sinx2
−x3 sinx1 0 cosx1


 =
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=

∫ B

A



x3 cosx1 cosx2dx1 − x3 sinx1 sinx2dx2 + sinx1 cosx2dx3
x3 cosx1 sinx2dx1 + x3 sinx1 cosx2dx2 + sinx1 sinx2dx3

−x3 sinx1dx1 + cosx1dx3


 =

=



sin π

2 cos
π
2

sin π
2 sin

π
2

2 cos π
2


−



− sin(−π

2 ) cos(−π
2 )

− sin(−π
2 ) sin(−π

2 )
−2 cos(−π

2 )


 =



0
2
4


 .
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