Maatrikstuletis ja -integraal
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Tallinna Tehnikaiilikool

Sissejuhatus

Kaesolevas artiklis iildistame tuletise ja integraali moiste ithemoot-
meliselt juhult mitmemo&dtmelisele. Klassikaline matemaatiline ana-
liiiis seda iildistust teatavasti ei tee. Tuletist voib vaadelda kui vek-
torit. K&esolevas artiklis vaatleme tuletisi kui vektoreid (p X ¢)-
vektorruumis. Selle ruumi vektoreid esitame maatriksitena, millel
on p rida ja g veergu. Toome lihtsa néite selle késitluse kohta.

Niide 1. Olgu antud funktsioon v = zyz. Funktsiooni u tuletist
vaatleme vektorina

Oou Ou OJu
gradu = 9z’ 9y’ 0: = (yz, xz, zy).

Korrutades vektori gradu vektoriga d = (dz, dy, dz)’ (siimbol ’
tdhendab transponeerimist), saame

(gradu)d = yzdx + zzdy + xydz = Ou dr + Ou dy + Ou dz = du.
ox oy 0z

Integreerides saame [ du = u. Demonstreerisime olukorda, kus tule-
tis on (1 x 3)-maatriks, integraal aga skalaar.
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Selles artiklis iildistame n#idet 1 juhule, kus integreeritav aval-
dis ning integreerimismuutuja on maatriksid. Artiklis viidatakse
rohkesti varasematele maatriksalgebra toddele.

1. Tulemusi maatriksalgebrast

Selles alajaotuses esitame maatriksalgebra tulemusi, mis on raken-
duslikust seisukohast olulised. Viimase 30-40 aasta jooksul on mit-
memootmelise statistilise analiiiisi areng toimunud késikdes maat-
riksalgebra arenguga. Jargnevalt kirjeldame mitmemootmelises sta-
tistikas kasutatavaid tehteid maatriksitega.

a) Vektoriseerimine. Vektoriseerimise operatsiooni téhista-
takse vec. Olgu meil maatriks X : p x ¢2. Siis

/
vec X = (11, .., Tpl, T12,- -5 Tp2s--+, LTlgs- -+, Tpq) -

Operatsioon vec teeb maatriksist X veeruvektori vec X.

b) Blokkmaatriksid. Blokkmaatriksi defineerimisel kasutame
monograafia [4] tahistusi.

Definitsioon 1. Maatriksit A : p X ¢ nimetatakse blokkmaatrik-
siks, kui ta sisaldab of (p; X ¢;)-alammaatrikseid ehk blokke [A];;,
nii et

(Al [Ali2 -+ [AL

v u v
A= : oo | dom=p Y pi=a
i—1 =1

[A]ul [A]u? [A]uv

Vektoriseerimist ja blokkmaatriksi moodustamist kasutatakse
jargnevas maatriksoperatsioonis.

c) Kroneckeri korrutis. Alternatiivsed nimetused sellele ope-
ratsioonile on otsekorrutis ja temsorkorrutis. Kirjeldatavat tehet
tahistame siimboliga ®. Olgu antud maatriksid X : pxq¢jaY : rxs.

2Nii tihistab autor (p x ¢)-maatriksit X.
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Nende maatriksite otsekorrutiseks nimetatakse (pr x ¢s)-maatriksit
X ® Y, mis on defineeritud blokkmaatriksina

X®Y:[$le], l:1,2,‘.,,p;j:1’2"”,q’

milles
Ziiyir - TljYls
.’L‘le = .
TijYrl - TijYrs

Otsekorrutist X®* nimetatakse maatriksi X k-ndaks otseastmeks
([1]).

Lihtne on veenduda, et maatriksite liitmine ja otsekorrutise vot-
mine on omavahel seotud distributiivselt. Vaatleme jargnevalt maat-
riksite otsekorrutise seoseid maatriksite korrutamise ja vektorisee-
rimisega.

Olgu antud maatriksid A : pxq, B:gxn, C:rxtjaD:txs.
Siis kehtib seos

(AB)® (CD) = (A ® C)(B®D).
Vektoriseerimise ja otsekorrutise vahel kehtib seos
vec(XYZ) = (Z' ® X)vecY,
kus Z on (r x g)-maatriks, X on (p x s)-maatriks ja Y on (s x r)-

maatriks.

Tadhtkorrutis. See tehe on sisse toodud E. C. MACRAE poolt
([3]), kus ta tahtkorrutise téhistusena kasutas siimbolit *. Téhtkor-
rutise tdhendus selgub hiljem, kui késitleme maatriksintegraali.
Peatume sellel tehtel ldhemalt.

Maatriksi A : p x ¢ ja blokkmaatriksi B : pr x gs tdhtkorrutiseks
A x B : r x s nimetatakse maatriksit

P q
AxB= ZZCLU[B]U,

=1 j=1
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kus [B];; on (r x s)-maatriks.

Toodud definitsioonist jéreldub, et tdhtkorrutis on teatud mot-
tes otsekorrutise podrdoperatsioon. Kui otsekorrutis suurendab
maatriksi dimensiooni, siis tdhtkorrutis vihendab seda. Teisalt voib
tahtkorrutist késitleda kui vektorite skalaarkorrutise iildistust. Toe-
poolest, (1xn)-maatriksix = (z1 @2 ... ) ja(nx1)-maatriksi

Y1
Y2
Yn
tahtkorrutis avaldub kujul

n
Xxy = E ZiYi,
i=1

mis vastab klassikalisele skalaarkorrutise definitsioonile.

Loetlesime mitmemootmelises statistilises analiiiisis enim kasu-
tatavad tehted maatriksitega. Uusimaid tulemusi mitmemootmeli-
ses statistikas kasutatavast maatriksaparatuurist voib lugeja leida
monograafiast [2].

2. Maatrikstuletis

Jargnevalt formuleerime maatrikstuletise moiste. Esmalt definee-
rime Frechet’ tugeva tuletise moiste. Olgu antud kujutus f : U — V
normeeritud ruumist U normeeritud ruumi V.

Definitsioon 2. Kujutust f : U — V nimetatakse diferentseeru-
vaks Frechet’ méttes, kui ta arendub kujul

f(x+h) = f(z) + Dsh + e(z, h),

kus D, : U — V on pidev lineaarne operaator ning kehtib seos

N ECA

0.
Iall=0  ||A]
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Pidevat lineaarset operaatorit D, : U — V nimetatakse kuju-
tuse f Frechet’ tuletiseks ehk tugevaks tuletiseks kohal z. Interpre-
teerime definitsiooni 2 koordinaatkujul. Olgu U ja V vastavalt
(p x q)- ja (r x s)-modtmelised vektorruumid ning f(X) =Y, kus
X eUjaY € V. Seega X on maatriks, milles on p rida ning ¢
veerglu, Y aga r-realine ja s-veeruline maatriks. Jérelikult on maat-
riks Y : r X s maatriksi X : p x ¢ funktsioon. Eeldame, et iga
1=12,....,p;5=12,....,¢;k=1,2,...,rjal=1,2,..., s
korral eksisteerivad mingis lahtises hulgas A pidevad osatuletised
Ykl
Bazij

. Siis voime defineerida maatrikstuletise jargmiselt.

ayY
Definitsioon 3. Maatriksit — : rs X pq nimetatakse maatriksi
Y : r x s maatrikstuletiseks maatriksi X : p X q jdrgi hulgas A, kui

Y d

o % Y
IX  dvec’'X 2 Vee

kus

d B 0 0 0 0
dvec’X  \ oz 8:)0,,1"“’ 8x1q’“" 0xpq '

Definitsiooni 3 esitas H. NEUDECKER 1969. aastal ([5]). Seda
tuletist nimetatakse Neudeckeri maatrikstuletiseks. Kuid on ole-
mas veel iiks laialt levinud maatrikstuletise moiste, mille esitas
E. C. MacRae ([3]) ja mis siilitab maatriksite struktuuri.

oY
Definitsioon 4. Maatriksit — : pr X ¢s nimetatakse maatriksi

Y :r x s by X : p X q maatrikstuletiseks hulgas A, kui

oY d
- oY
X ~ax
kus
a PEEEEY 8
d B ox11 ' 0x14
e O R
0xp1 0Tpq
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Definitsioonis 4 esitatud tuletist nimetatakse MacRae maat-
rikstuletiseks. Rakenduste mottes on olulisem Neudeckeri maatriks-
tuletis, teoreetilises aspektis aga on tdhtsam MacRae maatriks-
tuletis.

3. Maatriksintegraal

Olgu maatriksid Y ja Z maatriksi X funktsioonid. Defineerime
maatriksintegraali.

Definitsioon 5. Oeldakse, et maatriks Y : r X s on maatriksi
Z : rs X pq maatriksintegraal maatriksi X : p X q jdrgi, kui

oY
a_X—Z.

Seega on maatriksintegraal defineeritud kui maatrikstuletise
poordoperatsioon. Maatrikstuletist on pohjalikult uuritud artiklis
[6]. Siinkohal anname iilevaate selle maatriksoperatsiooni olemusest
ning esitame tehnika, et leida maatrikstuletisest maatriksintegraal.
Fakti, et maatriks Y on maatriksi Z maatriksintegraal, tahistatakse

/ ZodX =Y. (1.1)
Rra

Kui maatriks Y on maatriksi Z maatriksintegraal, siis maatriks
Y +C, kus C on maatriksiga Y samamodotmeline konstantne maat-
riks, on samuti maatriksi Z maatriksintegraal. Definitsioon 5 on
médramata maatriksintegraali definitsioon. Médratud maatriksin-
tegraali saab defineerida jargnevalt.

Definitsioon 6. Vahet ff ZodX = Y(B) — Y(A) nimetatakse
maatriksi Zo madratud maatriksintegraaliks rajades A kuni B.

Jargnevalt avaldame téhtkorrutise abil diferentseerimisoperaa-
tori d :

ol 0
dxll te dxlq dz11 0x14
d=| ¢ | o =
- o) . 0
dxp dxpq - T
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Niitid saame defineerida maatriksdiferentsiaali.
Definitsioon 7. Maatriksit dY : rxs nimetatakse maatriksi Y (X)

maatriksdiferentsiaaliks, kui

dY:dX*(%@Y).

Kehtib teoreem:

oY
Teoreem 1. Olgu Z = X Siis

/ ZodX = dX x 7.
P Rra

Toestus. Operaatori d abil esitub maatriksi dY maatriksdife-
rentsiaal jargnevalt ([6]):

dX xZ = dX oY dX « ( d ®Y) dqfll dleq
0X dX : ) :

drpyr -+ dxyg
Oyu .. Oyis ... Oyun . Ouis
o0z11 oxr11 0x14 0x14
Oy .. Oyrs .. Oym . Oyrs
8:1611 Bmu (9:131‘1 8:1:1q

* . . . . =

Oyin .. Ows ... Oyn .. Oys
0z p1 0xp1 0% pq 0T pq
Oyrr .. Oyrs ... Oy .. Oyrs
0xp1 0xp1 0% pq 0% pq
Pq Oy g,.. . ... P4 Oy o
i,j=1 D, dx; j i,j=1 8%8' Li,j
P9 OYr1 j... . ... D9 OYrs j... .
ij=1 ag;:j dx; j ij=1 Dz, dx; j
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dyir -+ dyis
dyri - dyrs

Seega saame esitada maatriksi Z maatriksintegraali kujul

Y = dY = dX x 7.
P Rpa

Kasutades seost (1.1), saadaksegi teoreemi viites esitatud avaldis.
O

4. Maatriksintegraali omadusi

Tutvustame jargnevalt maatriksintegraali omadusi. Omaduste toes-
tused on esitatud publikatsioonis [6] ning k#esoleva artikli autori
doktoritoos ([7]).

Esimesed kaks omadust on iithikmaatriksi maatriksintegraalist
ja maatriksintegraali aditiivsusest.

Omadus 1. Iga maatriksi X : p X q korral

/ I, 0dX =X,
Rra

kus Lpq on (pg x pg)-thikmaatriks.
Omadus 2. Olgu Y =U + V. Siis

/ Y odX = dXoU+/ dXoV.
8%pq §qu §R

pq

Jargmist omadust saab rakendada diagonaalmaatriksile.

Omadus 3. Olgu A : pg X pq konstantne diagonaalmaatriks ja
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olgu X : p x q. Siis

a1111
2221

/ AodX = AppTp1
Rrq Ap+1,p+1212

Apgq,pq¥pgq

Esimeses kolmes omaduses lahtusime maatrikstuletise definit-
sioonist 4. Jargmistes omadustes 1dhtume Neudeckeri maatrikstule-
tise definitsioonist (definitsioon 3).

Olgu antud pidev funktsioon ¢(x), mille argumendiks on
p-vektor x. Eeldame, et g(x) on k korda pidevalt diferentseeruv
mingis lahtises piirkonnas A. T#histame funktsiooni g(x) k-ndat
jarku tuletist ¢(*)(x) ning p-vektorite a ja b skalaarkorrutist kujul
(a,b) :

(a,b) =a'b
T&histagem
1,=(1,1,...,1)
—_——
p times
ning defineerime operaatorid
d <9
= — 1.2
<dx lz:; ox; (1.2)
ja
P

sdx = Zda:l. (1.3)
=1
Operaatoreid (1.2) ja (1.3) nimetatakse vastavalt skalaarseks dife-
rentseerimise operaatoriks ja skalaarseks diferentsiaaloperaatoriks.
Nendes tahistustes voime kirja panna jirgmised maatriksinteg-
raali omadused.
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Omadus 4. Kehtib seos

/ g5 (x) o dx = (g®(x))".
Ryp

Omadus 5. Olgu A : n x p*~! konstantne maatriks ja A; selle
maatriksi 1. reavektor (I =1, 2,..., n). Siis

(Ay, vee g*D(x))

Ag®(x) o dx' =
RP

(An, vee gD (x))

Omadus 6. Olgu a vektorist x séltumatu skalaar. Siis

/§RP (%’ 1”) ag(x) o (sdx) = ag(x).

Jargmine omadus iildistab omadust 6.

Omadus 7. Olgu a vektorist x séltumatu skalaar. Siis

d ©*
/ — o Ly JagW(x) 0 (sdx) =
RP

d ®k—1
:/ ] ;1 | ag® Y (x),
Rop

kus k=1, 2,....
Omadus 8. Olgu funktsioonid g ja G sellised, et

B IPG(x)
9(x) = 0xy...0z,

/.../g(x)dxl...dxp = /W ijG(x) o (sdx).
— =

p

Siis
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Omadusest 8 jareldub jirgmine omadus.

Omadus 9. Olgu a konstantne p-vektor. Siis

Rk ®k
// (a, % )g(x)dml codxy, = (a, % ) G(x).
——

Maatriksintegraali omadusi 4-9 on rakendatud tundmatu mit-
memd&otmelise jaotusfunktsiooni ldhendamisel tuntud jaotusfunkt-
siooniga ([8]).

5. Naiteid

Lopuks toome moningaid néiteid demonstreerimaks, kuidas to6tab
maatriksintegraal. Esmalt naitame, kuidas leida tdhtkorrutise abil
maatriksintegraali.

Niide 2. Olgu antud maatriksid

. 1T
X = (z1,22) ja Y = :L‘%—I—ﬂ :
Z2

Tahtkorrutise abil saadakse

8117611’2) 8§112
aY 1 2
dX x« — = (dx1, dxa) * =
oX dai+gl) i+l
8$1 812
xodxy + T1dX2 ( dxr1To )
— 1 1 — - .

Siit saab ilmutada maatriksi Y:

Y= fn <d<dx(§ fﬁ))

2

Jargnevalt konstrueerime niite midramata maatriksintegraa-
list.
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Niide 3. Olgu antud maatriks X = (x1, z2) ning olgu maatriks

s (3
2{131 2:132

maatriksi Y maatrikstuletis maatriksi X jérgi. Siis

3z
Y = dX*Z:/ (d:z:l,dazg)*( ! 2)
R2 R2 211 2w

:/ ($%d:€1+$§’dx2>: %?+%§+Cl _
w2 \2x1dw1 + 272d22 2?2 + 22+ co
xg I4
—(3+%)+c,
ot + a3

C- (2).

Kolmandas néites leiame mé#ratud maatriksintegraali.

kus

Niide 4. Olgu antud maatriksid X = (z1, x9, x3),

I3 COST1COSTy —x3Sinxysinxy Sinxicosxs

Z = | x3cosxisinxzy xgsinzicosxe sinzisinzg |,
—x3sinx 0 cos T
™ 7T . ™ T . -
A= (—5, —5 —1)jaB = (5, 5 1). Leiame mé#ratud maatriksin-

tegraali ff Z o dX:

B B
/ ZodX = / (dz1, dxe, dxs)*
A A

T3COST1COSTy —x3sSinxysinze Sinxicosxs
x | xgcosxisinze wxgsinxicosze sinzysinxg | =
—x3sin xq 0 cos T
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B [x3cos Ty cosrodry — x3sin rq sin xodxrs + Sin x1 cos rodrs
= / T3 COS I Sin Todx| + T3 sin x1 cos Todry + sin xq sin zodzs | =

A —xgsinx1dxry 4 cos x1dxs
sin § cos —sin(—5) cos(—3) 0
= |singsing | — [ —sin(—3)sin(-3) | = | 2
2cos § —2cos(—5) 4
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