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Laplace’i jaotuse ajaloost

Prantsuse matemaatik PIERRE-SIMON LAPLACE (1749-1827) uuris
mootevigade jaotumist. Ta mérkas, et suuremaid vigu esineb har-
vem ning leidis, et vea sagedus voiks olla eksponentfunktsioon vea
suurusest ([7]). Statistika keeles pakkus ta vélja tihedusfunktsiooni
kujul ce~1?l. Neli aastat hiljem arvas ta, et sagedus voiks pigem
olla funktsioon vea ruudust (ce*"”2). Ténapédeval kannab esimese-
na vélja pakutud jaotus Laplace’i nime, teist tunneme Gaussi voi
normaaljaotuse nime all.

Kaht jaotust vordleb joonis 1.1. Laplace’i jaotusele on iseloomu-
lik terav tipp ja normaalsest raskemad sabad, seega sobib see hésti
selliste andmete matemaatiliseks mudeliks, mille seas pole ka kesk-
misest kauged védrtused viga haruldased. Niiteks kasutatakse Lap-
lace’i jaotust viikeste osakeste moGtmete, valuuta vahetuskursside,
intressiméérade jaotuste kirjeldamiseks.

!Helle Visk on 2009. a Arnold Humala preemia laureaat.
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12 Mitmemootmelisest asiimmeetrilisest Laplace’i jaotusest

—— Standardne Laplace'i jaotus
—— Standardne normaaljaotus
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Joonis 1.1: Standardse Laplace’i jaotuse tihedusfunktsioon f(z) =
%e"“”'. Vordluseks on standardse normaaljaotuse tihedusfunktsioon

2
glx) =3¢~ /%

Et reaalses elus on paljud andmed oma loomult asiimmeetrilised
(néiteks on vaeseid rohkem kui rikkaid), peavad ka andmeid kirjel-
davad mudelid suutma seda asiimmeetriat arvesse votta. Asiim-
meetriliste jaotustega hakati tosisemalt tegelema 1960-1970ndatel.
Paljud klassikalised jaotused, nende seas ka Laplace’i jaotus, iildis-
tati asiimmeetriat véimaldavateks.

Praktikas on sageli vajadus vaadelda mitut tunnust korraga.
Niiteks borsil kauplejat huvitab mitte ainult iihe aktsia, vaid terve
portfelli kdekiik. Naiivne oleks eeldada, et aktsiate hinnad muu-
tuvad iiksteisest soltumatult. See on iilesanne mitmemdootmelisele
statistikale ning mitmemd&otmelistele jaotustele. Mitmemaootmeliste
asiimmeetriliste jaotuste ajalugu pole kuigi pikk, need tousid statis-
tikute huviorbiiti alles 1990ndatel. 1996. aastal ilmus A. AzzALI-
NIlt mitmemo&otmelist asiimmeetrilist normaaljaotust tutvustav ar-
tikkel [1]. Mitmemdotmelise astimmeetrilise Laplace’i jaotuse t6i
sisse T. J. KOZUBOWSKI t30s [6], jaotust on késitletud ka mono-
graafias [5]. Antud jaotust uuris autor oma magistrit6os [2], mis
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pélvis 2009. aastal Arnold Humala preemia.

Mitmemootmeline asiimmeetriline Laplace’i jaotus

Mitmemd&otmeline asitimmeetriline Laplace’i jaotus defineeritakse
karakteristliku funktsiooni kaudu.

Definitsioon 1. Olgu p p-vektor ja X positiivselt médratud (p X p)-
maatriks. Oeldakse, et juhuslik vektor x on p-modtmelise asiimmeet-
rilise Laplace’t jaotusega, kui x karakteristlik funktsioon on

1 -1
ox(t) = [1—itTp+ 5tht ,

lihidalt x ~ L,(p, X).

Jaotus- ja tihedusfunktsioon pole kahjuks analiiiitilised. Joonisel
1.2 on kahe kahemd&otmelise Laplace’i jaotuse kontuurgraafikud koos
komponentide jaotustega (komponendid on ithem&dtmelise Lapla-
ce’l jaotusega).
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Joonis 1.2: Valik Laplace’i jaotuse kujusid.

Jaotuse simuleerimiseeskiri on lihtne. Leiduvad ka momendid,
mis raskesabalise jaotuse korral pole sugugi elementaarsed. Esimese
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14 Mitmemootmelisest asiimmeetrilisest Laplace’i jaotusest

kolme momendi (keskvéértus, dispersioon, kolmas moment, mis
néitab asiimmeetriat) avaldised on jargmised ([3]):

Ex = p, Dx = pp" + 3,
m3(x) = 6p@pul +2vecE - pl +2u® T 42X @ pu,

kus ® téhistab maatriksite otsekorrutist ehk Kroneckeri korrutist
(maatriksalgebraga tutvumiseks sobivad opikud [4], [9]).

Momentide avaldistest on selged ka parameetrite tdhendused:
p madrab jaotuse keskvadrtuse ning reguleerib asiimmeetriat (kui
p = 0, siis jaotus on siimmeetriline); X reguleerib hajuvust.

Lineaarsed teisendused kuuluvad samasse peresse, kuid Lapla-
ce’i jaotuse nihutamisel satume jaotuste perest vilja, s.o antud
definitsiooni jiargi asuvad koik Laplace’i jaotused tipuga
punktis 0.

Oma t66s iildistasin Laplace’i jaotust praktika jaoks sobiva-
maks, nihutades seda konstantse vektori vorra.

Definitsioon 2. Olgu y = x + a, kus x ~ L,(u, %) ning a on
suvaline p-vektor. Siis y on nihutatud p-mdédtmelise astimmeetrilise
Laplace’t jaotusega,
y ~ Lp(a> |23 2)
Uue jaotuse karakteristlik funktsioon on

itTa

t) =
20 = T s,

Paljud uue jaotuse omadused (jaotus- ja tihedusfunktsioon, li-
neaarsed teisendused, simuleerimiseeskiri) on lihtsalt tavaliselt Lap-
lace’i jaotuselt iile voetavad. Oma t66s leidis autor ka uue jaotuse
momendid.

Lause 1. Olgu juhuslik vektor'y ~ Ly(a, p, X). Juhusliku vektori
y keskvddrtus, dispersioon ja kolmas moment avalduvad jdrgmiselt:
Ey = p+a, Dy = pp" +3,
ms(y) (u+a)®aa’ + (2u+a) @ pal +
2u+a) @ ap’ + (6p 4 2a) @ pu’ +
vecx - (2u+a)l + (2u+a)@T + X ® (2u +a).
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Parameetrite hindamine

Laplace’i jaotuse sobitamiseks andmetega on etteantud valimist
vaja hinnata jaotuse parameetreid a, p ja 3. Levinud suurima
toepdra meetodit on siin keeruline kasutada, kuna tihedusfunkt-
sioon pole analiiiitiline. Kuna Laplace’i jaotusel eksisteerivad mo-
mendid, siis saab kasutada momentide meetodit. Selleks tuleb lei-
da parameetrite esitused momentide kaudu, mis sisuliselt tdhendab
(maatriks)vorrandisiisteemi lahendamist.

Oma t66s lahendas autor selle vorrandisiisteemi, taandades selle
kuupvorrandile. Lahendi kirjapanekuks vajame maatriksite tahtkor-
rutise moistet ([8]).

Definitsioon 3. Olgu A = (a;;) (p % q)-maatriks ning B (pr x
gs)-maatriks, mis koosneb (r x s)-plokkidest By, i =1,...,p; j =
1,...,q. Maatriksite A ja B tihtkorrutis on (r X s)-maatriks

p q
AxB= ZzaijBij.

i=1 j=1

Olgu y ~ Ly(a, u, ) ning y momentide elementide summad

P p P P P
M= pi, S=3,3 Dyl H=3 ) ([s(y)
=1 =1 j=1 i=1 j=1
Siis on parameetrid momentide kaudu leitavad jargmiselt:
1 _
ro= s (1pxpxm3(y) — 2M - Dy1,),
= Dy —pp',
a = Ey—p,

kus tundmatu M avaldub

M:_i_ﬁ_“/_ <__§>7 z= f/_4H+4\/H2—4S3.

4 z 2 2 z
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16 Mitmemootmelisest asiimmeetrilisest Laplace’i jaotusest

Siin t#histab 1 ithtedest koosnevat maatriksit ja m3(y) kolmandat
tsentraalset momenti.

Momentide meetodi testimiseks viis autor 1dbi simulatsioonieks-
perimendid. Stimmeetrilisel juhul to6tab meetod hésti — dige vadr-
tuse ldhedale tabamise téenédosus on suur, hinnangud on keskmiselt
oiged ja koonduvad valimi suurenedes.

Astimmeetrilisel juhul tekkisid aga probleemid.

e Kuupvorrandi lahend peaks teoreetiliselt olema reaalne, kuid
praktikas voime valimilt saada ka kompleksse lahendi. Samuti
ei pruugi valimist hinnatud 3 olla positiivselt médratud.

e Hinnangute jaotused on véiga suure hajuvusega, kusjuures
Oige véartuse tabamise toendosus voib olla vaga viike.

e Ebareaalsete hinnangute teke on seotud viga suurte/viikeste
vidrtuste esinemisega valimis, sest momendid on nende suhtes
tundlikud.

Alternatiivina pakkusin t66s vilja nn moodide meetodi, mis ka-
sutab #ra asjaolu, et Laplace’i jaotuse mood (s.o jaotuse korgeim
tipp) asub punktis a. Ulejéainud parameetrid saab valimi y1,...,y,
jaoks leida valemitest

. . N
o= y-—a, kusy:ﬁz;yi,
1=

1
n—1

¥ = Dy-pa”, kusDy= d yi—-Nyi—-y)"
=1

Et siin pole vaja kasutada kolmandat momenti, on meetod sta-
biilsem ning komplekssete lahendite teke on vilistatud. Siimmeetri-
lisel vGi kergelt astimmeetrilisel juhul on aga traditsiooniline mo-
mentide meetod siiski tapsem.

Antud t66 pohjal on ilmunud artikkel [10].
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