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Sissejuhatus

Valikuuringute {iiheks oluliseks iilesandeks on osakogumite hin-
damine. Kasvanud on ndéudmine usaldusvéirsete ja kooskolaliste
hinnangute jérele, mis omakorda on andnud touke vastava teooria
arengule. Senistes teoreetilistes késitlustes on suurt tdhelepanu
poodratud hinnangute tépsuse tostmisele, seda eriti viikese va-
limimahuga osakogumite korral. Sellele teemale on piithendatud
raamatuid (Rao, 2003), kirjutatud teadusartikleid (Lehtonen jt,
2003, 2005) ja ldbi viidud suuri uurimisprojekte (EURAREA
konsortsium, 2005).

Kéesoleva t66 pohiteemaks on teine tahtis probleem osakogu-
mite hindamise valdkonnas, see on hinnangute kooskoélalisuse ehk
ithilduvuse probleem. Osakogumite ja iildkogumi parameetrid on
sageli omavahel seotud. Néiiteks peavad osakogumite kogusummad
summeeruma, iildkogumi kogusummaks. Hinnangute jaoks pole
need seosed aga sageli tdidetud, st hinnangud pole iihilduvad.

Statistika tarbijad ei aktsepteeri mitteiihilduvaid hinnanguid.
Statistiliste andmete iihilduvus on samuti oluline Euroopa statis-
tikasiisteemi kvaliteedikomponent (Euroopa Komisjon, 2005, pohi-
mote 14). Mitteiihilduvuse pohjusteks on hinnangute juhuslikkus,
mitteaditiivsus, erinevate hinnangumeetodite kasutamine, hinnan-
gute parinemine erinevatest uuringutest jm. Kirjeldatud probleem
tekib nii suurte kui ka véikeste osakogumite korral.

Tavaliselt kasutatakse lihtsaid ad hoc meetodeid iihilduvuse
probleemi lahendamiseks. Sageli pole teada selliselt saadud hin-
nangute dispersiooni valem. Kui soovitakse saavutada iihilduvus

! Autor kaitses doktorités matemaatilise statistika erialal 21.detsembril 2007.
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erinevatel tasemetel (viikesed osakogumid, suuremad osakogumid,
iildkogum), siis muutub probleem matemaatiliselt keeruliseks.

1. Kasutatud hinnangud ja valikudisiainid

Kéesolevas to6s kasutatakse disainipohist ldhenemist, kus hin-
nangute omadused (keskvéirtus, dispersioon, kovariatsioon) on
médratud valikudisainiga. Vaadeldud on kahte valikudisaini: lihtne
juhuslik valik (SI) ja hiipergeomeetriline valik (HG). Nendest SI-
valik on vordsete kaasamistdendosustega tagasipanekuta valikudis-
ain ja HG-valik on ebavordsete kaasamistoenédosustega tagasipane-
kuga valikudisain. Molemad valikudisainid on laialdaselt kasutuses
valikuuringutes.

Avaldiste esitamisel on kasutatud valikuvektori meetodit (Traat,
2000), mis voimaldab samaaegselt kisitleda tagasipanekuta ja taga-
sipanekuga valikudisaine. Seega on paljud t66 tulemused iildisemad
kui seni kirjanduses késitletud, nad kehtivad mélema disainitiiiibi
jaoks.

Antud toos eeldatakse, et osakogumite valimimahud pole liiga
viikesed, st spetsiaalseid viikese osakogumi hinnanguid pole siin
vaadeldud. GR-hinnang vajab esialgseid hinnanguid oma konstrukt-
sioonis.

On vaadeldud kahte esialgset hinnangut osakogumite jaoks:
lineaarset ja suhtehinnangut. Lineaarne hinnang on kirjanduses
tuntud ka Horvitz-Thompsoni nime all (seda tagasipanekuta disai-
nide korral). Mdlemad hinnangud on otsesed osakogumi hinnangud
selles mottes, et kasutavad ainult neid uuritava tunnuse véartusi,
mis on méodetud vaadeldavas osakogumis.

Suhtehinnangus kasutatakse lisaks osakogumi kohta teadaolevat
abitunnuse kogusummat. T66s on dra toodud lineaarse ja suhtehin-
nangu dispersioonide ja kovariatsioonide iildised valemid, kusjuures
suhtehinnangu korral on need Taylori reaksarendusele baseeruvad
ligikaudsed avaldised.

Uldistest valemitest on tuletatud dispersiooni ja kovariatsiooni
valemid SI- ja HG-valikute jaoks.
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2. Osakogumi hinnangud

Kasitletakse osakogumeid ja osakogumi kogusumma hindamist,
kasutades lineaarset ja suhtehinnangut. Antud t66 seisukohalt on
oluline teada nende hinnangute kovariatsioonimaatriksit. Seepérast
tuletatakse iildised dispersiooni ja kovariatsioonivalemid osakogumi
hinnangute jaoks ja ka valemid SI- ja HG-valikudisainide korral.

Osakogumite hinnangute kovariatsiooni pole siiani kirjanduses
viga pohjalikult késitletud. Suhtehinnangu ja tagasipanekuta di-
sainide korral on kovariatsiooniavaldis toodud Sérndal (1992),
teatud erijuhtudel on kovariatsioonimaatriksi hinnangut vaadeldud
raamatus Lehtonen (1995).

Antud t66s saadud valemid voimaldavad teha mitmeid huvi-
tavaid jareldusi osakogumite hinnangute séltuvuse kohta. Selgus,
et teatud valikudisainide ja suhtehinnangu korral on osakogumite
hinnangud mittekorreleeritud. Samade valikudisainide jaoks vordub
osakogumi ja iildkogumi suhtehinnangute kovariatsioon osakogumi
hinnangu dispersiooniga.

Esitatud on ka kaks néidet véikese iildkogumi ja kahe osakogumi
korral. Esitatud tulemused on iildise iseloomuga, mis véimaldab
neid rakendada nii tagasipanekuga kui ka tagasipanekuta valikudi-
sainide korral.

3. Osakogumite kitsendustega hinnang

Kéesolevas toos kasutatakse raamatus Knottnerus (2003) vilja
pakutud iildist kitsendustega hinnangut (General Restriction esti-
mator), lithidalt GR-hinnang. Olgu 8 = (61,0, ...,0;)" uuritay

~ ~ ~ ~ /
parameetrite vektor ja 8 = (01,02,...,0k> k-dimensionaalne

nihketa hinnangute vektor. Tdhistame 0 kovariatsioonimaatriksi V.
Parameetrid peavad rahuldama jargmisi lineaarseid kitsendusi:

RO = c, (1)

kus R on r X k maatriks ja ¢ on r-dimensionaalne konstantide
vektor.
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Teoreem 3.1. (Knottnerus, 2003, p. 328-329) Kitsendustega hin-

~GR
nang @, mis rahuldab tingimusi (1), ja hinnangu kovariatsiooni-
maatriks on jirgmised:

0" = 9+ K(c- RO,
VEE = Cou®“") = 1, - KR)V,

kus

K = VR'(RVR/)"L.

To66s rakendatakse teoreemis 3.1 esitatud Knottneruse iildisi
ideid osakogumite hindamise iilesandele. Tuletatakse osakogumite
jaoks GR-hinnangud ja nende dispersioonide ning kovariatsioo-
nide avaldised. Tuletatud hinnangutele kandub iile GR-hinnangu
optimaalsuse omadus. Seega on saadud osakogumite hinnangud
dispersiooni mottes parimad voimalikud kéigi osakogumite hinnan-
gute hulgas, mis baseeruvad samadel alghinnangutel ja rahuldavad
samu kitsendusi. T66s vaadeldakse summeeruvuskitsendust, st et
D osakogumi kogusummad Yi,Ys,...,Yp peavad summeeruma
tildkogumi kogusummaks ) Yy = Y. Teoreemis 3.2 esitatakse
kitsendustega hinnangu ja selle dispersiooni avaldised eeldusel, et
iildkogumi kogusumma Y on teada. Kitsendused (1) avalduvad
kujul:

Y

RO=(1 - 1 - 1) v, | =v (2)

Teoreem 3.2. Olgu osakogumite esialgsed hinnangud ffi, 1€ ja
hinnangute kovariatsioonimaaktriks V. = (Vi;). Kitsendustega (2)
hinnang osakogumi Uy jaoks, YdGR, ja selle dispersioon, Vdch on

Eesti Matemaatika Selts Aastaraamat 2007  Autoricigus EMS, 2012



Osakogumite kitsendustega hinnang 57

jargmaised:

LY =3 JY;
Vit = Yo+ =2+ Zvdi,
220V

(Cico de’)2
Z Z@ Vij '

GR
Vig© = Vaa —

Antud metoodika annab voimaluse hinnangute arvutamiseks,
kui parameetrite vahel peavad kehtima etteantud seosed. T66s
on toestatud teoreemid iildkogumi ja osakogumite GR-hinnangute
kujust ja vastavatest dispersioonidest ja kovariatsioonidest. Tule-
mused on esitatud kolme téhtsa juhu jaoks: teadaolev iildkogumi ko-
gusumma, samast véi monest teisest uuringust hinnatud tildkogumi
kogusumma, hinnatud ja tinglikult fikseeritud tildkogumi kogusum-
ma. Esialgsete hinnangutena on eeldatud lineaarset ja suhtehinnan-
gut. Tuletatud on ka valemid SI- ja HG-valikudisainide jaoks.

Tuletatud GR-hinnangutel on oluline omadus, nad on mini-
maalse dispersiooniga koigi teiste samu kitsendusi rahuldavate ja
samu esialgseid hinnanguid kasutavate hinnangute hulgas. Osutus,
et GR-hinnangu dispersioon (v.a. tingliku GR-hinnangu juht) ei ole
suurem esialgse hinnangu dispersioonist. Seega iildjuhul on GR-
hinnangul mitu head omadust: rahuldab kitsendusi ja on tédpsem
kui esialgne hinnang. T66s arendatakse diskussiooni, kuidas GR-
hinnangu analiiiitilise kuju uurimine voimaldab konstrueerida teisi
lihtsamaid (pole vaja teada alghinnangu kovariatsioonimaatriksit),
kuid siiski optimaalsele ldhedasi hinnanguid.

4. Simuleerimisiilesanne

Simuleerimiseksperimendi eesmérgiks oli uurida kitsendustega hin-
nangu k#itumist praktikas ja seda, kuidas asiimptootilised tu-
lemused tootavad lopliku valimimahu korral. Selleks moodustati
2000 isikust iildkogum ja voeti 10000 valimit suurusega ligikaudu
200 isikut, kasutades SI- ja HG-valikudisaine. Eksperimentides
vaadeldakse kitsendustega hinnangut kolmel erijuhul: teadaolev
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iildkogumi kogusumma, hinnatud iildkogumi kogusumma ja ting-
lik kitsendustega hinnang. Simuleerimiseksperiment kinnitas t66s
saadud teoreetilisi tulemusi. Isegi asiimptootilised valemid t66tasid
hoolimata kiillaltki véikesest valimimahust hésti. Eksperiment il-
lustreeris jargmisi aspekte:

e GR-hinnangud olid nihketa vo6i oli nihe viga véike.

e GR-hinnangu dispersioon oli viiksem esialgse hinnangu dis-
persioonist. Suurim suhteline vdhenemine oli osakogumis,
mille esialgse hinnangu dispersioon oli suurim.

e Hinnatud kovariatsioonimaatriksi kasutamine GR-hinnangus
suurendas vihesel mééral hinnangu dispersiooni.

e Tinglik GR-hinnang oli vihem efektiivne kui sama osakogumi
esialgne hinnang.

e Osakogumite GR-hinnangute korrelatsioon oli tugevam kui
vastavatel esialgsetel hinnangutel. Tugev séltuvus ilmnes isegi
juhul, kui esialgsed hinnangud ei olnud korreleeritud. GR-
hinnangute korrelatsioon oli negatiivne.

e Tingliku GR-hinnangu korral, kui iildkogumi kogusumma hin-
nang fikseeritakse, tuleb selle juhuslikkust kindlasti arvestada
osakogumi hinnangu dispersiooni valemis, et mitte alahinnata
dispersiooni.

Lopetuseks voib Gelda, et toos tuletatud summeeruvuskit-
sendust rahuldavad osakogumite hinnangutel on mitmeid héaid
omadusi, nad on iihilduvad ja f{ildiselt tdpsemad kui esialgsed
hinnangud. Nad on praktikas rakendatavad.
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