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Sissejuhatus

Kéesolevas t66s tutvustatakse Banachi operaatorruumide kompakt-
sete alamhulkade {ihtlast faktorisatsiooni. Peamiselt vaadeldakse
artiklite [10, 12, 13] ning nende artiklite pohjal valminud doktorit66
[11] tulemusi.

Banachi ruumiks nimetatakse selliseid normiga vektorruume
(iile korpuse , s.t. iile reaal voi kompleksarvude korpuse), milles
elementide jada koondumine on méaratud Cauchy kriteeriumiga.
Olgu X ja Y Banachi ruumid.

Operaatori all moistame lineaarset kujutust Banachi ruumide
vahel, s.o. kujutust, mis on kooskélas nende ruumide algebralise
struktuuriga. Koéikide ruumist X ruumi Y tegutsevate pidevate
lineaarsete operaatorite Banachi ruumi téhistamiseks kasutame
stimbolit £(X,Y"). Siin saame erijuhul Y = kaasruumi X* = £(X,).

Operaatorit nimetatakse kompaktseks, kui ta kujutab Banac-
hi ruumi X iga tokestatud hulga Banachi ruumi Y suhteliselt
kompaktseks hulgaks. Kéikide ruumist X ruumi Y tegutsevate
kompaktsete operaatorite Banachi ruumi tédhistamiseks kasutame
stimbolit £(X,Y).

Operaatorit nimetatakse norgalt kompaktseks, kui ta kujutab
Banachi ruumi X iga tokestatud hulga Banachi ruumi Y suhte-
liselt norgalt kompaktseks hulgaks. Koikide ruumist X ruumi Y
tegutsevate kompaktsete operaatorite Banachi ruumi tédhistamiseks
kasutame siimbolit W(X,Y").

! Autor sai 2006. aastal Arnold Humala stipendiumi kétte 2007 a. kevadel.
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Banachi ruumi, mis langeb kokku oma teise kaasruumiga nime-
tatakse refleksiivseks.

Olgu antud operaator S € £(X,Y). Kui Banachi ruumi Z ning
operaatorite v € L(X,Z) jav € L(Z,Y) korral S = v o u, siis
oeldakse, et operaator S faktoriseerub labi ruumi 7.

Faktorisatsiooniteoreemid

Alates Grothendiecki ja Pietschi toodest, vastavalt 1950-ndatel aas-
tatel ja 1960-ndate aastate 16pus, on operaatorite faktoriseerimist
ldbi klassikaliste ruumide Z v6i ruumidest X ja Y lihtsamate
ruumide Z uurinud paljud matemaatikud (vt. nditeks monograafiat
[4] aastast 1995).

Aastal 1971 tdestas Johnson [8] et iga aproksimeeritav operaator
faktoriseerub l&bi ruumi C,, 1 < p < oc.

Tuginedes Johnsoni teoreemile, tdestas Figiel [5] aastal 1973,
et iga kompaktne operaator faktoriseerub labi ruumi C, kinnise
alamruumi.

Kompaktsete operaatorite faktoriseeruvuse ldbi klassikaliste
jadaruumide ¢; ja ¢y toestasid Randtke [14, jéreldus 7] Terzioglu
[17, Ik 252] ja Dazord [3, lause 5.12].

Randtke ja Terzioglu-Dazord’i teoreemid annavad iithe kom-
paktse operaatori faktorisatsiooni ldbi ruumide ¢; ja c¢g. Enam
kui kiimme aastat hiljem, aastal 1987 toestasid Graves ja Ruess
[6, teoreem 2.1] jargneva kompaktsete operaatorite kompaktsete
alamhulkade faktorisatsiooniteoreemi labi ruumide ¢; ja cq.

[Graves-Ruess] Olgu X Li-ruum (vastavalt Loo-ruum) ja Y
Banachi ruum. Olgu C suhteliselt kompaktne alamhulk ruumis
K(X,Y). Siis leidub operaator v € K(X,¢;) (vastavalt u €
K(X,cp)) ja suhteliselt kompaktne alamhulk {Ag : S € C} ruumis
K(¢1,Y) (vastavalt ruumis K(cp,Y)) nii, et S = Agowuiga S € C
korral.

Kompaktsete operaatorite iihtlase faktoriseerumise iildisemal
juhul annab jargmine Aron-Lindstrém-Ruess-Ryani teoreem (vt. [1.
teoreem 1]) aastast 1999, kus tédhistab Figiel-Johnsoni universaal-
set faktorisatsiooniruumi (néiteks = (ZWCCP W)p, kus lopmatu
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otsesumma on voetud iile ruumi C), koikide kinniste alamruumide

[Aron-Lindstrom-Ruess-Ryan] Olgu X ja Y Banachi ruumid ja
olgu C suhteliselt kompaktne alamhulk ruumis ICp=(X™*,Y). Siis
leiduvad operaatorid u € K+ (X*,) ja v € K(,Y) ning suhteliselt
kompaktne alamhulk {Ag : S € C} ruumis K(, ) nii, et S = voAgou
iga S € C korral.

Artiklis [1, jéreldus 4] on néidatud, et Aron-Lindstrom-Ruess-
Ryani teoreemist jareldub Graves-Ruessi teoreem.

Aron-Lindstrom-Ruess-Ryani ning Graves-Ruessi teoreemid
koos toestustega ei anna mingit informatsiooni hulkade vastavust
kirjeldavate kujutuste omaduste kohta. Nimetagem moned antud
kontekstis kerkivad loomulikud kiisimused. Kas need kujutused on
homoéomorfismid? Millised on nende pidevusomadused? Kuidas on
omavahel seotud vastavate hulkade diameetrid?

Doktoritoo [11] pohitulemusena on toestatud jirgmised Graves-
Ruessi ning Aron-Lindstrom-Ruess-Ryani teoreemide kvantitatiiv-
sed versioonid.

Olgu X ja Y Banachi ruumid ja olgu C kompaktne alamhulk
ruumis K+ (X, Y). Siis iga € > 0 korral leiduvad operaatorid u €
K (X*,) jav € K(,Y), mis rahuldavad tingimust 1 < [Ju], [|v| <
1 + ¢, ja leidub lineaarne kujutus ® : span CX(,) nii, et S = vo
®(S) o u, iga operaatori S € span C korral. Kujutus ¢ ahendatuna
hulgale C U {0} on homdomorfism, mis rahuldab

15 =T <[@(5) — (1)

1 1 \3/4
< mi 3/4( i 1/4
_mln{d,d (4+_lna> IS —T| }, S, T € Cu{0},

kus
d = diam C U {0}.

Olgul <p < oojal < A<oo. Olgu X Ly-ruum nii, et X*
on Ly y-ruum (kus 1/¢ +1/p = 1 on omadusega ¢ = oo kui p =1
ja g = 1 kui p = o0) ja olgu Y Banachi ruum. Kui C on ruumi
K(X,Y) kompaktne alamhulk, siis iga ¢ > 0 korral leidub lineaarne
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kujutus @ : span CK(¢,,Y) ja operaator u € K(X,¢,) omadusega
1 < JJu|| < X+ € nii, et S = ®(S) o u, iga operaatori S € span C
korral ja kujutus @ restricted to C U {0} on homoomorfism, mis
rahuldab tingimust

15 =TI < [[@(S) — 2(T)]|

1 1 \1/2
< mi 1/2( 1 . 1/2
_mln{d,d <4+_lna> S — T }, S, T € CuU{0},

kus
d = diam C U {0}.

Need Graves-Ruessi ning Aron-Lindstrém-Ruess-Ryani teoree-
mide kvantitatiivsed versioonid kirjeldavad operaatorite suhteli-
selt kompaktsete hulkade faktorisatsiooni Holderi mottes pidevate
homoéomorfismide kaudu, mille p6érdkujutused on Lipschitzi méttes
pidevad, ning on leitud tohusaid hinnanguid vastavuses olevate
hulkade diameetrite kohta. Tdestamisel on tuginetud kompaktse-
te ja norgalt kompaktsete operaatorite kompaktsete alamhulkade
ithtlasele faktorisatsioonile, mille konstruktsioon tugineb kuulsa
Davis-Figiel-Johnson-Pelczyriski faktorisatsioonilemma [2] Lima,
Nygaardi ja Oja [9] isomeetrilisele versioonile. T'Gestuse idee seisneb
niisuguse kujutuse SAg, kus S € C ja C on norgalt kompaktsete
operaatorite kompaktne alamhulk, konstrueerimises, mis séilitab
kompaktsed ja 16plikumodtmelised operaatorid, on Holderi méttes
pidev ning mille pé6rdkujutus on Lipschitzi mottes pidev. Seejuures
diam{Ag : S € C} = diam C niipea, kui 0 € C. Vordluseks mérgime,
et Graves-Ruessi teoreemi toestus artiklis [6] on viigagi tehniline,
tugineb Ruessi artiklis [15] tuletatud hulkade suhtelise kompaktsuse
kriteeriumitele ruumis /Cypy+ (X™*, Y) ning kasutab Saphari tensorkor-
rutiste aparatuuri [16] Artikkel [1] annab Aron-Lindstréom-Ruess-
Ryani teoreemile kaks erinevat toestust, milledest {iks toetub suurel
méiral Grothendiecki memuaaris [7] antud suhteliselt kompaktsete
hulkade iseloomustusele Banachi ruumide projektiivses tensorkor-
rutises ning teine Banach-Dieudonné teoreemile.
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Doktoritoos [11] on toestatud iihtlase faktorisatsiooni teoreem,
mis kirjeldab ruumist X kaasruumi X* tegutsevate kompakt-
sete ja norgalt kompaktsete operaatorite kompaktsete hulkade
faktorisatsiooni Holderi mottes pidevate homdomorfismide, mille
poordkujutus on Lipschitzi méttes pidev, kaudu.

Olgu X Banachi ruum. Olgu W = Wy ja Z = Zx. Siis iga
kompaktse alamhulga C of W(X, X*) jaoks leidub operator u,v €
W(X, W) normiga iiks ja lineaarne kujutus ® : span CW(W, W*),
mis séilitab 16plikumdéstmelised ja kompaktsed operaatorid nii, et
S = v* o ®(Y) o u, iga operaatori S € span C korral. Kujutus
® ahendatuna hulgale C U {0} on homdomorfism, mis rahuldab
tingimust
1S =T <[@(5) — (1)

1 1

3/4
+ ) IS - T|Y, 8, T ecuo),

< mi 3/4(

kus
d = diam C U {0}.

Rakendused

Eelmises peatiikis nimetatud tulemused on rakendatud poliinoomi-
dele.

Olgu n €. Tahistame siimboliga £("X) ruumil X pidevate n-
lineaarsete vormide ruumi, mille norm on defineeritud vérdusega

|A|| = sup{|A(z1,...,2n)| : z1,..., 2y € Bx}.
Oeldakse, et n-lineaarne vorm A € £("X) on siimmetriline, kui
A1, m0) = A(Tr(1ys - Tr(n))
iga x1,...,2, € X ja hulga esimese n arvu iga permutat-

siooni 7 korral. Téhistame siimboliga £5("X) stimmeetrilistest n-
lineaarsetest vormidest koosnevat alamruumi ruumis £("X).
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Téhistame siimboliga s : L£("X)L("X) siimmetrisatsiooni-
operaatori, mis on defineeritud vordusega

1
S(A)(xlv cee ,LUn) = m ZA('ITI'(l)7 SR 7'I7T(n))

kus 7 on n esimese naturaalarvu permutatsioon. Siis s on lineaar-
projektsioon ruumist £("X) ruumile £°("X) ning tema norm
vordub iihega.

Pidevat kujutust P : X nimetatakse n-homogeenseks poliioomiks,
kui leidub A € £("X) nii, et P(z) = A(z,...,z) iga = € X korral.
Téhistame stimboliga P("X) ruumil X pidevate n-homogeensete
poliloomide ruumi, mille norm on defineeritud vordusega

|P|| = sup{|P(x)| : x € Bx}.

On toestatud faktorisatsiooniteoreem 2-homogeensete poliinoo-
mide kompaktsete hulkade jaoks.

Olgu X Banachi ruum. Siis iga ruumi Py, (2X) kompaktse
alamhulga C korral leiduvad w,v € K(X,Z), mille norm vérdub
iihega ja leidub lineaarne kujutus ¥ : span CPu.(®Z) and o :
span CL(2Z) nii, et iga P € span C korral

P(x) = ¢¥(P)(ux,vx), z € X,
and
s((P)) = Ay(py-
Kujutused ¥ ja ¢ ahendatuna hulgale CU{0} rahuldavad tingimust

max { [P = @Il [¥(P) ~ (@)} < [4(P) ~ #(Q)|

1 1 \3/4
. 3/4(+ N 1/4
§2m1n{d,d <4+_lna> |P—Q }7 P,Q € Cu{0},

kus
d = diam C U {0}.

Toestatud on ka Aron-Lindstrom-Ruess-Ryani [1] ning Toma
[18] teoreemide kvantitatiivsed versioonid Banachi ruumi iihikkeral
norgalt iithtlaselt pidevate poliitnoomide jaoks.
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Olgu X Banachi ruum ja olgu n = 2,3,... . Olgu C, ruumi
K(X, L3, (" 1X)) suhteliselt kompaktne alamhulk. Siis leidub kom-
paktne alamhulk C' of X* omadusega |C| = max{|Cy|, 1} nii, et iga
operaatori S € C), ja iga x € X korral kehtib

|(Sz)(, ... 2)] < sup |z"(z)["
z*e C

Olgu X Banachi ruum, n = 2,3,... ja P € P("X). Jirgmised
viited on samavéirsed:
(a) P € Pyu("X),
(b) leidub kompaktne alamhulk C' ruumist X* nii, et iga z € X

korral
P@)| < swp (@),
zxe C

(c) leidub kompaktne alamhulk C' ruumist X* omadusega
nn
max{||P[|, 1} < [C] < max{—|[ Pl 1}

nii, et iga z € X korral

|P(z)| < sup |2"(2)[".
z*e C
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