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1. Kordusmo6otmistest ja andmeliinkadest

Kordusmodtmistega on tegemist juhul, kui sama objekt /subjekt on
moddetud korduvalt ajas (ruumis). Kordusmdotmistele on iseloo-
mulik asjaolu, et samal objektil/subjektil teostatud modtmised on
omavahel seotud ja seda seost ei tohi ignoreerida. Kordusméotmiste
analiiiisi teostatakse paljudes teadusvaldkondades — biostatistikas,
biomeditsiinis, sotsioloogias jm. ning enamasti on probleemiks, et
ithel voi teisel pohjusel pole voimalik koguda tédielikke andmeid.

Puuduvate andmete ehk andmeliinkade probleemiga on tege-
letud juba pikka aega, siistemaatilise teooria rajajateks voib pi-
dada D.B. Rubinit ja R.J.A. Little’i, kes esitasid ka puudumis-
te tiipoloogia (Rubin, 1976; Little ja Rubin, 1987). Puuduvate
vidartustega andmete analiitisimiseks on vilja to6tatud terve rida
meetodeid, kuid samas pole olemas iihtegi, mida vo&iks pidada
universaalseks ja parimaks.

Linkliku andmestiku késitlemisel on pohimotteliselt kaks tiles-
annet:
(a) hindamisiilesanne, kus eesmérgiks on saada liinkliku andmes-
tiku pohjal mudeli parameetritele hinnangud, mis on voéimalikult
lahedased hinnangutele, mida olnuks voimalik saada siis, kui and-
med oleksid olnud taielikud;
(b) imputeerimisiilesanne, kus eesméirgiks on puuduva vidrtuse
voimalikult tdpne prognoosimine.

Antud t66s on vaatluse all teine iilesanne, st liinkade taitmine
ehk imputeerimine, mis on eriti oluline praktilistes iilesannetes

L Autor kaitses doktoritéd matemaatilise statistika erialal 13. mértsil 2007.
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viikeste valimite korral. Prognoosiiilesande lahendamiseks v&ib
kasutada néiteks kas ainult vaadeldava tunnuse jaotust voi kasu-
tada tunnuse tinglikku keskvaartust, kui teiste tunnuste vairtused
on teada. Viimane oleks pohimotteliselt parim lahendus, mida
aga tegelikkuses ei rakendata, sest tihti pole véimalik hinnata
tunnuste iihisjaotust ja seega ei saa leida ka tinglikku jaotust.
Voéimalikuks lahenduseks sel juhul oleks leida tee iihisjaotuse
lihendamiseks, seejérel leida puuduva védrtuse tinglik jaotus ja
arvutada ldhendatud tingliku jaotuse pohjal tinglik keskvairtus
(voi ka mingi muu tingliku jaotuse karakteristik). Puuduva vaartuse
tingliku jaotuse kasutamise eesmérk on maksimaalselt dra kasutada
kogu olemasolev informatsioon andmetes:

(1) kasutada mootmiste ajalugu (moodustab tingimuse);

(2) kasutada vaatlustulemuste marginaaljaotusi — tingimatuid jao-
tusi, mida oluliselt tdpsustatakse tingimuse abil;

(3) kasutada seostestruktuuri méotmiste vahel.

Probleem on selles, et tuntud mitmemo6dtmelised jaotused ei
pruugi sobida {iihisjaotuse kirjeldamiseks ja seepérast on voetud
kasutusele koopulad. Uudseks aspektiks antud to6s ongi tingliku
jaotuse leidmine koopulate abil.

2. Koopulate kasutamine

Koopula on funktsioon, mis iihendab marginaaljaotused iihisjao-
tuseks. Kasutades koopulat, saame eraldi hinnata marginaaljaotu-
sed ja seejirel arvestades seoste struktuuri médrata iihisjaotuse.
Pohjalik teoreetiline iilevaade koopulatest on antud H. Joe ja R. B.
Nelseni monograafiates (Joe, 1997; Nelsen, 1999).

Koopulad on algselt leidnud rakendust eeskétt kindlustus- ja
finantsmatemaatikas, viimasel ajal ka biostatistikas (meteoroloo-
gias), biomeditsiinis ja keskkonnastatistikas.

Kordusmoo6tmiste analiiiisis on koopulaid kasutanud vaid véhe-
sed autorid. Naiteks, Lindsey ja Lindsey (2002) kirjeldavad Gaussi
koopulat kordusméotmistega andmete korral, kuid nad ei késitle
liinkadega andmestikku. Lambert ja Vandenhende (2002), Van-
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denhende ja Lambert (2002) on rakendanud koopulate ldhenemist
mudelite leidmisel kordusmodtmistega liinklike andmestike kor-
ral, nad testisid erinevaid marginaaljaotusi (Cauchy, gamma, log-
normaalne) ja kasutasid Gaussi koopulat ning Franki koopulat,
kirjeldamaks seost uuritava tunnuse ja liinkade vahel.

Koopulate kasutamisel on terve rida eeliseid klassikaliste meeto-
dite ees. Klassikalised mudelid baseeruvad mitmemodtmelisel nor-
maaljaotusel voi monel teisel mitmemodtmelisel jaotusel, mis sea-
vad teatud néudmised ka marginaaljaotuste kohta. Koopulamudel
on paindlikum, ta lubab kombineerida erinevaid marginaaljaotusi
ja rakendada nende sidumiseks erinevaid seostestruktuure. Saadud
koopulamudeli sobivuse kontrollimiseks v6ib kasutada klassikalisi
sobivuse teste (x?, AIC, BC ja nende modifikatsioone).

Koopulal baseeruv imputeerimise eeskiri sisaldab iildjuhul jérg-
misi etappe:

1. Hinnata marginaaljaotused.

2. Valida sobiv koopula ja hinnata valimi pdéhjal koopula pa-
rameetrid. Tulemuseks on mootmiste iihisjaotus, avaldada
modtmiste iihistihedusfunktsioon.

3. Leida puuduvat véartust sisaldava mootmise tinglik tihe-
dusfunktsioon, kus tingimuse mé#ravad olemasolevad moot-
mised.

4. Hinnata tinglik keskvédrtus voi mediaan ja kasutada seda
puuduva vairtuse imputeerimiseks (asendamiseks).

3. Gaussi koopula

Vorreldes omavahel koopulaid, mis véimaldavad siduda suvali-
se arvu marginaaljaotusi mitmemaootmeliseks jaotuseks, on koige
loomulikum alustada normaal- ehk Gaussi koopulaga (Clemen
ja Reilly, 1999; Song, 2000; Lambert ja Vandenhende). Gaussi
koopula puhul on voimalik hinnata ja arvestada koéiki k-m&otmelise
tunnusvektori k(kz_ b paarisseose kordajaid hindamaks seoste struk-
tuuri ning lihtsamate seosestruktuuride korral on véimalik tingliku
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keskvadrtuse (st asendusvadrtuse) ja standardhilbe jaoks tuletada
lihtsad valemid.
Mitmemo&otmeline Gaussi koopula on defineeritud jargmiselt.

Definitsioon. Olgu R positiivselt méadratud maatriks, mille
korral diag(R) = (1,1,--- ,1)T ja olgu ® (1) k-mootmelise standard-
normaaljaotuse jaotusfunktsioon korrelatsioonimaatriksiga R, siis
mitmemootmeline Gaussi koopula avaldub kujul

C(u17 Crr o, Uk R) = é(k) (é_l(ul)v ey q)_l(uk))7

kusuj € (0,1), j=1,...,k ja ®~! on itheméstmelise standardnor-
maaljaotuse jaotusfunktsiooni péordfunktsioon.

Téhistame X = (Xy,..., X) korduvate mootmiste vektori, kus
modtmised on tehtud ajahetkedel 1,..., k. Mootmise X; jaotus- ja
tihedusfunktsioonid olgu vastavalt F; ja f;. Oletame, et ajahetkeni
k — 1 on mdotmised taielikud ning alates ajahetkest k esineb
vihemalt iiks puuduv véartus.

Mootmiste X7y, ..., X iihistihedusfunktsioon avaldub margi-
naaltiheduste f; ja koopula tiheduse c korrutisena

fx(xy,...,xk; R) = fi(xy) - ..o fo(xg) c[Fi(x1),. .., Fp(zr); R

Kasutades normaalkoopula tiheduse avaldist jouame iihistihe-
dusfunktsioonini kujul

exp{—3[q’ (R™' = I)q]}

fx($1,...,$k;R>:fl(xl)....-fk(l’k) |R|%

I

kus q = (D[R (a1)], .., & [Filan)])".

4. Uldine imputeerimiseeskiri ja selle rakendused

Meid huvitab puuduvat védrtust sisaldava tunnuse tinglik jao-
tus téielike moodtmiste suhtes. Téielikud moéotmised moodustavad
mootmiste ajaloo Hip_1)y = (X1,..., Xp_1).

Olgu R = {r;;}, (i,j =1,...,k), andmete korrelatsioonimaat-
riks.
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Arvestades mootmiste ajalugu saame teostada korrelatsiooni-
maatriksi lahutuse

Ri_1) r(k—l))
R = , 1
(r%,;_l) 1 @)
kus R(;_1) on ajaloo korrelatsioonimaatriks ja
L1y = (Mo s Tho1 )

on korrelatsioonide vektor ajaloo ja k-nda modtmispunkti vahel.
Rakendame normaliseerivat teisendust

Y; =0 Fi(X;)], j=1,...,k,

ja saame standardnormaaljaotusega tunnused Y7, ..., Yx.
Eelnevat arvesse vottes saame tingliku tihedusfunktsioonini
jargmisel kujul:
f(yk|H—1); R) =
1 ( (v — r%’;,l)R(_kl_l)}’(k—n)z
- CXp1— T —1
\/271'(1 — r%;c—l)R(kl—l)r(k_l)) 2(1 - r(k—l)R(k}—l)r(kfl))

)

kus y(r—1) = (Y1, Yk-1)" -

Imputeerimiseks ehk puuduva véirtuse asendamiseks tuleks
leida va#rtus, mis maksimiseerib tingliku tihedusfunktsiooni, st
leida argmax tinglikust tihedusfunktsioonist. Tehniliselt on see
protseduur samavéirne tingliku keskvéirtuse suurima toepéra hin-
nangu leidmisega.

Lihtsuse mottes kasutame logaritmilist tihedusfunktsiooni

In f(yx|H(p—1); R).

maksimiseerides seda g, suhtes, saame

-1
Oln f(yul Hyo1yi R) Uk + TG R Yoy 0
— . —
Oy L—r( Ry Te-1)
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Seega saame iildise tinglikul keskvéaartusel baseeruva imputee-
rimiseeskirja jargmisel kujul (K#érik, 2005):

Uk = r’(l;c—]_) : R(_kl_l)y(kflb (2)

kus r_1) on korrelatsioonide vektor ajaloo ja k-nda modStmise
vahel, R(_kl—l) on ajaloo korrelatsioonimaatriksi péordmaatriks ja
Yk-1) = (yla---ayk—l)T
mootmist ei toimunud.
On lihtne kontrollida, et

on vaatluste vektor, kus k-ndal ajahetkel

& In f(yx| H(o—1); R) _ —1 “0
0%yy 1-— r%;c—l)R(_k:l—l)r(k—l) 7

sest nimetajas on mitmese korrelatsioonikordaja ruut (Rao, 1965,

p 223), mis ei saa olla ithest suurem. Seega hinnang, mille saime

seosega (2) maksimiseerib toepoolest tingliku tihedusfunktsiooni.
Tulemuse saame sonastada jargmiselt.

Lause 1. Olgu Yi,...,Ys, korduvad méotmised standard-
normaaljaotusega. Olgu andmete korrelatsioonimaatriks lahutatud
kujul (1) ja olgu ajahetkel k vdhemalt iiks puuduv mootmine, nii
et ajalugu ajahetkeni k — 1 on téielik. Sel juhul puuduva véértuse
imputeerimiseks ajahetkel k on kasutatav eeskiri (2).

Esitatud tulemust iildistab jargmine jéareldus.

Jareldus 1. Olgu Xq,..., X}y, korduvad moé6tmised suvaliste
marginaalidega F1, ..., Fj. Sel juhul puuduva vaértuse imputeeri-
miseks ajahetkel k on kasutatav eeskiri (2).

Suvaliste marginaalide korral kasutatakse jargmist kolmesam-
mulist protseduuri:
1. Rakendada normaliseerivat teisendust Y; = ®71(F;(X;)),
j=1,... k.
2. Imputeerida puuduv vairtus kasutades eeskirja (2).

3. Rakendada poordteisendust Xy, = F}, '[®(Y},)] saamaks viir-
tust imputeerimiseks esialgsel kujul.
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Uldise imputeerimiseeskirja (2) rakendamisel on pohiliseks prob-
leemiks andmete korrelatsioonimaatriksi struktuuri hindamine ja
korrelatsioonimaatriksi poordmaatriksi leidmine. Néitena on vaat-
luse all kolm lihtsamat korrelatsioonistruktuuri: (a) konstantne kor-
relatsioonistruktuur, kus séltuvus koikide modtmispunktide vahel
on iihesugune; (b) esimest jirku autoregressiivne struktuur, kus
soltuvus viaheneb kui modtmiste vaheline aeg kasvab; (c) tokesta-
tud Toeplitzi struktuur, kus ainult kaks jérjestikust modtmist on
soltuvad.

Vaadeldud korrelatsioonistruktuuride korral on leitud vasta-
vad korrelatsioonimaatriksite poérdmaatriksid ja tuletatatud nende
korral imputeerimise valemid (vt K&érik, 2006a; K#érik 2006b).

Teostatud on simulatsioonieksperimendid vordlemaks erinevaid
imputeerimismeetodeid ja selgitamaks vélja koopula abil impu-
teerimise plusse. Simulatsioonid néitavad, et esitatud metoodika
on sobiv rakendamiseks andmeliinkade taitmiseks véikese valimi
korral.
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