MATEMAATIKA

Mitmemodo6tmelistest jaotustest

ToNnu KoLLO
Tartu Ulikool

Ulevaade téode tsiiklist ,, Mitmemaootmelised maatrikstehni-
kal pohinevad statistikamudelid”, mis sai Eesti Vabariigi 2007.
aasta teaduspreemia tédppisteaduste alal.

1. Eellugu, tiahistused

Matemaatilise statistika eesmérk on vélja tottada meetodeid sel-
leks, et teha vaatluste pohjal jareldusi ja otsustusi meid imbritseva
maailma kohta. Vaatlused moodustavad valimi, kusjuures vaat-
luste arvu n nimetatakse valimimahuks. Eeldame, et uuritavat
néhtust kirjeldab p tunnusest koosnev juhuslik vektor x, mille
tdendosusjaotus annab meile informatsiooni vaatluste voimalikust
k&itumisest: kui suure toen#dosusega paiknevad x védrtused min-
gis piirkonnas. Valimi tden&osuslikku kéitumist kirjeldab juhuslik
maatriks X = (x1,...,%,)’, kus x; on séltumatud vektoriga x sama
jaotusega juhuslikud vektorid, x; ~ x. Klassikalise eelduse kohaselt
on vektor x normaaljaotusega: x ~ Np,(p,3X), kus parameeter
p on keskvadrtusvektor ja 3 dispersioonimaatriks, mis kirjeldab
juhusliku vektori x hajuvust keskvaartuse suhtes.

On mitmeid néhtusi, mida normaaljaotusega tunnusvektor hésti
kirjeldab. Aga viga tihti on normaaljaotuse eeldus kunstlik. Pea-
pohjus tema kasutamiseks on saadava matemaatilise mudeli lihtsus
ja elegantsus ning omaduste pohjalik labitootatus. Samal ajal
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Mitmemootmelistest jaotustest 11

voivad kasutatavad andmed normaaljaotusest tunduvalt erineda.
Teatavasti aga valedest eeldustest ldhtumine voib viia valede tu-
lemusteni. Viimaste aastakiimnete iiks peamisi arengutendentse
matemaatilises statistikas on suunatud normaaljaotuse eeldusest
vabanemisele. Selle saavutamiseks on mitmeid voéimalusi, neist
kolmele ptorame jargnevalt tdhelepanu:

a) jaotuste lihendamine reaksarendustena,

b) mitmemdotmeliste ebasiimmeetriliste jaotusperede kasuta-
mine,

c¢) koopulate teooria rakendamine.

Rahvusvahelise Toen#osusteooria ja Matemaatilise Statistika
Bernoulli Uhingu president WILHELM VAN ZWET sonastas 1986.
aastal ithingu I kongressil kdige olulisema statistika arengusuunana
astimptootiliste meetodite arendamise. Millega on tegemist?

Ka normaaljaotusest erineva jaotuse korral on keskvéirtus-
vektor p ja dispersioonimaatriks 3 informatiivsed: nad iseloomus-
tavad andmete paiknemist ja hajuvust. Valimist leitud nihketa
hinnangud neile suurustele on valimikeskmine

n
X = E X;
i=1
ja valimi dispersioonimaatriks

1 O i} v
S:n_lg(xi—x)(xi—x),

kus ’ tédhistab transponeerimist. Nende hinnangute suurepirane
omadus on see, et ka siis, kui vaatlused ei ole normaaljaotusega,
on X ja S ikkagi kirjeldatavad normaaljaotusega, kui valimimaht
n on suur. Sama omadus on ka X ja S praktikas kasutatava-
tel funktsioonidel. Seetottu on véga paljude statistikameetodi-
te korral tulemused kirjeldatavad normaaljaotusega suure valimi-
mahu korral. Vastavat jaotust, mis tekib protsessis n — oo,
nimetatakse astimptootiliseks normaaljaotuseks. Valimifunktsioo-
nide astimptootiliste normaaljaotuste leidmisega hakati intensiiv-
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selt tegelema 1970-ndatel aastatel, ka Tartus tekkis see uurimis-
suund 1970-ndate teisel poolel. Paraku ei anna astimptootiline
normaaljaotus kaugeltki alati praktikas rakendatavat tulemust.
Viga ebasiimmeetrilise jaotusega vaatluste korral on koondumine
normaaljaotuseks aeglane, samuti séltub koonduvuskiirus funkt-
sioonist, mille jaotust leitakse. Ka tuhandetesse ulatuv vaatluste
arv ei ole moénikord piisav praktikas kasutatava ldhendi saami-
seks. Samas on vaja rakendada statistilisi meetodeid ka olukor-
ras, kus valimimaht on monikiimmend. Tekib kiisimus, kas on
voimalik korrigeerida asiimptootilist normaaljaotust selliselt, et
vottes arvesse andmetes leiduva informatsiooni paiknemise, haju-
vuse, ebasiimmeetria ja keskvéartusest kaugel paiknevate vaatluste
osakaalu kohta, saame tunduvalt parema ldhendi, kui seda on
asiimptootiline normaaljaotus ise. Neid omadusi saab kirjeldada
ithe tunnuse korral juhusliku suuruse esimeste momentidega. Esi-
mest jarku moment vordub keskvéirtusega ja kirjeldab paiknemist:

mi1(X)=FEX,
teist jarku tsentraalne moment ehk dispersioon hajuvust:
ma(X) = E(X — EX)?,

kolmas ja neljas tsentraalne moment aga iseloomustavad vastavalt
asiimmeetriat ja jarsakust:

m3(X)=E(X - EX)3,  mu(X)=E(X - EX).

Osutub, et see idee ldhendjaotuse korrigeerimisest on realiseeri-
tav. Juba 1937. aastal konstrueeriti seos kahe juhusliku suuruse
toendosustiheduste ja jaotusfunktsioonide vahel (Cornish & Fisher,
1937). Tundmatu keeruka jaotusega juhusliku suuruse Y toenéo-
sustihedus fy (x) avaldub tuntud jaotusega juhusliku suuruse X
toendosustiheduse fx(x) kaudu reaksarendusena jargmiselt:

fr@) = fx(@) +arfx (@)W +aofx (@)@ +ag fx (@)@ +---, (1)

kus fx(z)*) tihistab tiheduse fx(z) k-ndat jérku tuletist ja
kordaja ai avaldis sisaldab kuni k-ndat jirku momentide vahesid.
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Mitmemootmelistest jaotustest 13

See tdhendab, et a; sisaldab keskviirtuste vahet EFY — EX,
as votab arvesse dispersioonide erinevuse DY — DX, ag votab
arvesse ebasiimmeetriat sisaldades kolmandat jéarku tsentraalsete
momentide vahet jne.

See, kas saadud tiheduse fy(z) esitust fx(z) kaudu saab ka
lahendina kasutada, s6ltub konkreetsest juhuslikust suurusest Y.
Juhul kui Y rollis on juhuslik suurus, mis on esitatav sdltumatute
juhuslike suuruste aritmeetilise keskmisena ( néiteks valimimomen-
did, kaasa arvatud valimikeskmine ja valimidispersioon) voi selle
funktsioonina ja X jaotusena kasutame asiimptootilist normaal-
jaotust, kahanevad liidetavad reaksarenduses n~/2 astmetena ja
esituse (1) esimesed lilkmed annavad meile fy (z) jaoks teatud jarku
ldhendi.

Tartus hakkas asiimptootiline statistika arenema 1970-ndate
teisel poolel just mitmemodtmeliste valimifunktsioonide koonduvu-
se uurimisega (T. KorLro, A.-M. Parring, E. Saar, E.-M. Tiit).
Seega sattusime aktuaalsele uurimistemaatikale kiimmekond aas-
tat enne selle véljatoomist iihe statistika arengu pohisuunana.
See andis teatud edumaa ja &ratas huvi ka mujal maailmas.
Siiski onnestus alles 40 aastat pérast artiklit Cornish & Fisher
(1937) leida analoogiline tihedustevaheline seos mitmemdootmelisel
juhul (Traat, 1986). See sai voimalikuks tdnu maatriksalgebra
vahendite kasutamisele, millega 1970-ndatel tuletati Tartu rithma
poolt erinevate X ja S funktsioonide astimptootilisi normaaljaotusi.
Kolm olulist moistet, mille siistemaatilisel kasutamisel baseerub
ténapdeva mitmemodtmelise analiiiisi esitus, on olemuselt lihtsad:

a) vec-operaator,

b) otsekorrutis,

c¢) maatrikstuletis.

Vec-operaator teisendab p x g-maatriksi A veergude a; iiksteise
alla paigutamise teel pg-vektoriks vec A.

Maatriksite A : p X ¢ ja B : r x s otsekorrutis A ® B on
plokkmaatriks, mis koosneb 7 x s plokkidest

A ®B = [a;;B], i=1,....,p; j7=1,...,q.
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Maatrikstuletis r x s-maatriksist Y p X g-maatriksi X jirgi on

osatuletistest gi’:l koosnev maatriks, kus osatuletised on jarjestatud

vec-operaatori ja otsekorrutise abil:

dY 1

— = Y.
dX  Jvec’X ® vee

Maatrikstuletis kujutab endast Frechet’ tuletise maatriksesitust.

Need kolm mbistet on omavahel orgaaniliselt seotud ja maatriks-
tehnika abil onnestuski vordus (1) iile kanda mitmemootmelisele
juhule. Saadud vorduses asendusid tavalised tuletised maatriks-
tuletistega, tavaline korrutamine otsekorrutisega ja vec-operaator
teisendas maatriksid vektoriteks

fy(x) = fx(x) + —(By — Ex)'vec f£" (x)

+ gvec {Dly) ~D(x) + (By — B()(By — B(x) }ee £ ()

- é{veC'[ms(Y) —Tm(x) +3vec(D(y) —D(x)) @ (E(y) —E(x))]
+ (BEy) - E(X))@‘?’}Vec f,(f) (x)---

Reaksarenduses esinevad tsentraalsed momendid m3(x) on de-
fineeritud otsekorrutise abil:

ms(x) = El(x — p) ® (x — p)' @ (x — p)]
ja
Dx = E[(x — p)(x — p)'].

Kahjuks ei lahenda paljusid probleeme ka voéimalus ldhendada
huvipakkuvat keerulist p-m&otmelist jaotust lihtsama p-m&otmelise
jaotusega. Statistiliste otsustuste puhul on vaja hinnata selliste
suuruste nagu valimi dispersioonimaatriksi S ja valimi korrelatsioo-
nimaatriksi R jélje, determinandi, omavéiartuste ja omavektorite
jaotust. Need on reeglina juhuslikud suurused voi vidiksemamootme-
lised juhuslikud vektorid, kui seda on tunnusvektor x voi maatriks
S. Oleks hea, kui saaksime nende juhuslike suuruste v6i vektorite
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Mitmemootmelistest jaotustest 15

jaotuse kirjeldamisel #ra kasutada kogu valimis oleva informat-
siooni. Artiklis Kollo & von Rosen (1998) on leitud iildine seos,
mille abil saab véiksemamdotmelist tundmatut téendosustihedust
esitada reaksarendusena suuremadimensionaalse kaudu. Matemaa-
tiliselt avaldub see seos iilaltoodud fy (x) reaksarenduse analoogina.
Saadud esituses lisandus ka voimalus ldhendada tihedust fyv(y)
tiheduse fx(x) kaudu nii, et tiheduste argumendid on erinevad.

2. Lidhendamine reaksarendusena

Esimene teemadering késitleb tundmatu jaotuse lahendamist reaks-
arendusena teise lihtsama jaotuse kaudu. Ulalkirjeldatud seosest
kahe eridimensionaalse toenédosustiheduse vahel kasvas vilja monog-
raafia Kollo & von Rosen (2005), mis on vaadeldavas toode tsiiklis
kesksel kohal. Raamatu esimeses peatiikis on esitatud pohjalik
iilevaade kasutatavast maatriksaparatuurist ja voreteooriast, kus
autoritepoolsed tulemused on seotud eeskitt maatrikstuletise ja
kujundmaatriksitega. Viimaste puhul on tegemist maatriksitega,
kust osa elemente on vilja jdetud. Saadud mébiste voimaldab
eraldada maatriksitest korduvad ja konstantsed elemendid, mis
on oluline maatrikstuletise rakendamisel siimmeetrilistele ja kor-
relatsioonimaatriksi tiilipi maatriksitele. Viimased sisaldavad ka
konstante lisaks slimmeetriale. Ka raamatu teine peatiikk on
lahenduste seisukohalt ettevalmistava iseloomuga. Selles on esi-
tatud olulisemad mitmemootmelised ja maatriksjaotused, mida
kasutatakse t66 kolmandas ja neljandas peatiikis. Pearohk on
siin maatriks-normaaljaotuse ja Wisharti jaotuse omaduste kir-
jeldamisel, esitatud on ka iilevaade elliptilistest jaotustest, mis
iildistavad normaaljaotust. Jaotuste kohta on saadud mitmeid uusi
tulemusi, leitud on koigi uuritud jaotuste esimeste momentide
avaldised ja tuletatud on edaspidi arendustes kasutatavad Hermite
maatrikspoliinoomid.

Jaotuste lahendamisega tegeleb kolmas peatiikk. Siin on tuleta-
tud asiimptootilised normaaljaotused pohiliste mitmemdotmeliste
valimifunktsioonide, sealhulgas hinnangute X ja S funktsiooni-
de jaoks, esitatud on fiildine seos kahe mitmemodtmelise tihe-
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dusfunktsiooni vahel ja rakendatud seda juhul, kui ldhendavaks
jaotuseks on nii normaaljaotus kui ka Wisharti jaotus. Samuti
on leitud ldhendid uuritavale tihedusele kahe mitmemdotmelise
normaaljaotuse segu kaudu. Valimi dispersioonimaatriksi korval
on valimi korrelatsiooni-maatriks R teine viiga oluline vaatluste
funktsioon, millel baseeruvad paljud mitmemootmelise analiitisi
meetodid. Korrelatsioonimaatriksi jaotusele on leitud ldahendid
normaaljaotuse ja Wisharti jaotuse kaudu. Need tulemused on
avaldatud artiklis Kollo & Ruul (2003).

Uks statistikameetodite eesmirke on tunnustevaheliste seoste
kindlakstegemine ja andmetes leiduva informatsiooni kokkusurumi-
ne mitmesuguste mudelite konstrueerimise teel. Koige levinumaks
statistikamudeliks on lineaarne mudel, mis piiiiab kirjeldada and-
meid lineaarse funktsiooni abil. See on klassikaline mudel juhul, kui
vaatlused on soltumatud. Statistilisi mudeleid on vaja konstrueerida
aga ka olukorras, kus on tegemist soltuvate vaatlustega. Uheks
tiitipolukorraks on juhtum, kus sama objekti on ajas korduvalt
moddetud. Sel juhul on tegemist nn. tildiste lineaarsete mudelitega,
mis erijuhul on tuntud kui kasvukovera mudelid. Kasvukovera mu-
deli korral esitatakse vaatluste p x n-maatriks jargmise voérdusega:

X = ABC + X'/2E,

kus A : pxqja C : kxn on teadaolevad konstantsed maatriksid ning
B :gxkjaX:pxptundmatud parameetermaatriksid, mida tuleb
hinnata. Maatriks E : p X n on normaaljaotusega juhuslike vigade
maatriks. Lineaarse mudeli korral on iiks maatriksitest, A voi C,
vordne iihikmaatriksiga. Kui lineaarsete mudelite omadused on
hésti teada, siis teise konstantse nn. disainimaatriksi lisamine mu-
delisse komplitseerib olukorda mérgatavalt. Kirjandusest on teada
maatriksite B ja ¥ suurima téepéra hinnangud (Khatri, 1966), kuid
nende hinnangute tdenéosuslik kiditumine vajas uurimist. Raamatu
Kollo & von Rosen (2005) neljas peatiikk on piithendatud tildiste
lineaarsete mudelite kirjeldamisele. Siin on pohjalikult esitatud nii
klassikaline kasvukévera mudel kui ka teised iildised lineaarsed
mudelid. Uhtlasi on selle peatiiki tulemuste niol tegemist ka
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eelmistes osades esitatud teooria mittetriviaalsete rakendustega.
Leitud on parameetermaatriksi A hinnangu téendosustiheduse
lahend normaaljaotuse kaudu, mis osutus iillatavalt tdpseks (jarku
n~2). Lihem analiiiis niitas (Kollo & Roos (2005), Kollo, Roos
& von Rosen (2007)) et saadud lihendi ndol on tegemist nn.
elliptiliste jaotuste klassi kuuluva kahe jaotuse: normaaljaotuse ja
Kotzi jaotuse seguga. Samuti on leitud teise parameetermaatriksi
3 hinnangu téen#osustihedusele ldhend reaksarendusena Wisharti
jaotuse kaudu.

3. Mitmemootmelised ebasiimmeetrilised jaotused

Teine tee ebasiimmeetrilise mitmemoodtmeliste andmete kirjelda-
miseks on ebasiimmeetriliste jaotuste perede kasutamine. Kuni
1990-ndate keskpaigani selline véimalus praktiliselt puudus — peale
mitmemd&otmelise normaaljaotuse ja selle iildistuse elliptiliste jao-
tuste néol teisi voimalusi juhusliku vektori jaotuse kirjeldamiseks
polnudki, kui oli vaja jaotuses arvesse votta ka tunnustevahelisi
soltuvusi. Viimase kiimnekonna aasta jooksul on selles valdkonnas
toimunud tosine murrang. Kasutusele on véetud mitmed uued
jaotuste pered, mis voimaldavad modelleerida ka ebastimmeetrilisi
andmeid. Neist esimene oli astiimmeetriline normaaljaotus, mis saa-
di mitmemdootmelisest normaaljaotusest deformeerimise teel (Azza-
lini & Dalla Valle, 1996). Tema toen#osustihedus on kujul

f(x)= 2pr(072)(x)@(a’x),

kus pr(O’E)(X) on p-mootmelise normaaljaotuse tihedus ja ®(-)
standardse normaaljaotuse N(0,1) jaotusfunktsioon. Jaotusel on
kaks parameetrit: hajuvust kirjeldav maatriks ¥ ja kujuparamee-
ter vektor a. Asiimmeetrilise normaaljaotusega juhusliku vekto-
ri téhistame x ~ SNp,(3,a). Toéode tsiikli kolmes artiklis on
arendatud teooriat asiimmeetrilise normaaljaotuse kohta. Selle jao-
tuse kasutamise muudavad komplitseerituks raskused parameetri-
te hindamisel. Momentide meetod annab nihkega hinnangud ja
suurima toéepidra meetod voib viia valedele tulemustele. Artiklis
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Dunajeva, Kollo & Traat (2003) on leitud parandusliige kuju-
parameetri momentide meetodi hinnangule ja esitatud uus, se-
nisest lihtsam simuleerimiseeskiri asiimmeetrilisest normaaljaotu-
sest vidrtuste genereerimiseks. Artiklis Gupta & Kollo (2003)
on leitud asiimmeetrilise normaaljaotuse esimesed momendid ja
konstrueeritud ldhendusvalem tundmatu toenédosustiheduse fy (y)
lihendamiseks reaksarendusena asiimmeetrilise normaaljaotuse baa-
sil, t66s Kollo & Selart (2004) aga rakendatud eelmise artikli tule-
musi korrelatsioonikordaja ja korrelatsioonimaatriksi omavéirtuste
jaotuste ldhendamiseks. Paljude onnestunud asiimmeetrilise nor-
maaljaotuse rakenduste korvale tekkisid varsti ka iilesanded, kus see
jaotus ei andnud kooskélalist mudelit ebasiimmeetriliste andmete
korral. Peamine pohjus oli siin keskvairtusest kaugel asetsevate
vadrtuste liiga viike osakaal vorreldes andmetega.

Sellest aspektist on tunduvalt paremate omadustega teine uus
jaotuste klass — mitmemootmelised asiimmeetrilised Laplace jaotu-
sed. Need jaotused tousid statistikute tdhelepanu orbiiti Tomasz
J. Kozubowski ja kaasautorite téodega 1990-ndate teisel poolel
(vt. niiteks Kozubowski, 1997). Raamat Kotz, Kozubowski &
Podgorski (2001) andis iilevaate tulemustest 2001 aasta seisuga.
Selle jaotuse véaidrtus rakenduste jaoks peitub eelkdige voimalu-
ses vOtta ebasiimmeetrilise jaotuse korral arvesse keskvaidrtusest
kaugel asetsevaid védrtusi suurema tdenfdosusega kui normaaljao-
tuse korral. See teeb jaotuse eriti vadrtuslikuks finantsandmete
analiiiisimisel. Nagu asiimmeetriline normaaljaotus, nii ka mit-
memd&otmeline astimmeetriline Laplace jaotus moodustab kahepa-
rameetrilise jaotuste pere. Kahjuks ei saa selle jaotuse toenédosus-
tihedust esitada lihtsa avaldisena, kiill aga saab jaotust holpsasti
kirjeldada karakteristliku funktsiooni abil.

Juhuslik p-vektor x on astiimmeetrilise Laplace jaotusega para-
meetritega ¥ ja @, kui tema karakteristlik funktsioon on kujul

1
14t + 'St

Px(t)

Ka siin on p x p-maatriks ¥ hajuvusparameeter, p-vektor 6 on
kujuparameeter. Mida suuremate véirtustega on 0 koordinaadid,
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seda ebasiimmeetrilisem on jaotus. Samas on parameetrite hinda-
mine komplitseeritud. Artiklis Kollo & Srivastava (2004) kasutusele
voetud uus parametrisatsioon Laplace jaotuse jaoks voimaldas
hindamisiilesande lahendada. Samuti leiti selles artiklis Laplace
jaotuse esimeste momentide avaldised ja rakendati saadud tulemusi
hiipoteeside kontrollimiseks jaotuse parameetrite kohta.

4. Statistilised koopulamudelid

Kolmas véimalus tundmatu mitmemd&otmelise jaotuse kirjeldami-
seks on koopulate teooria abil. See teooria sai alguse artiklist
Sklar (1959) ja arenes modduteooria osana aastakiimneid ilma
rakendusteta kuni 1990-ndate 16pul avastati tema véirtus finants-
ja kindlustusandmete analiiiisimiseks. Ulevaate koopulate teooriast
leiab asjahuviline néiteks raamatust Nelsen (1999). Kui seni-
vaadeldud jaotuste perede korral juhusliku vektori koordinaadid
on kdik sama tiiiipi (normaaljaotusega, Laplace jaotusega jne.),
siis koopulate teooria annab vdimaluse mitmemodtmelise jaotuse
konstrueerimiseks ka juhul, kui koordinaatide jaotused on eri
tiilipi. Seejuures on voimalik arvesse votta ka tunnustevaheline
soltuvus. Mis on koopula? Uks véimalus on seda defineerida iihtlase
jaotusega juhuslike suuruste iihisjaotuse jaotusfunktsioonina. Ka-
hemd&otmelisel juhul saab selgitada koopula seost suvalise kahe
juhusliku suurusega jargmiselt. Olgu U ja V standardse iihtlase
jaotusega juhuslikud suurused: U,V ~ U(0,1) ning X ja Y rangelt
monotoonselt kasvavate pidevate jaotusfunktsioonidega Fx(x) ja
Fy (y). Kasutades tosiasja, et F'x(X) ja Fy (Y') on iihtlase jaotusega
U(0,1), saame X ja Y dihisjaotusfunktsiooni Fx y(x,y) esitada
koopula C'(u,v) kui U ja V jaotusfunktsiooni kaudu jérgmiselt:

C(u,v) = PU<u,V<v)=PFx(X)<u Fy(Y)<v)
= P(X < Fy'(u),Y < Fy ' (v) = Fxy (2,9),
kus © = Fy'(u) ja y = Fy'(v) See tihendab, et juhuslike

suuruste X ja Y iihisjaotus on esitatav koopulana, kusjuures
monotoonset soltuvust kirjeldavad astakkorrelatsioonikordajad X
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ja'Y vahel ning U ja V vahel on vordsed. Keerukaks teeb koopulate
kasutamise andmeanaliiiisis see, et erinevaid koopulate peresid
on viga palju ja nende hulgast sobivaima leidmine ei ole lihtne.
Kahjuks ei ole seni leitud iildist ldhenemisviisi parima koopula
véljavalimiseks ja mudelite konstrueerimine seisneb paljude eri-
nevate perede sobitamises andmetele ja nende hulgast parima
valimises. Vaadeldavas toode tsiiklis modelleeritakse artiklis Kollo
& Pettere (2006) koopulate abil kindlustusfirma vajalikke reserve
liikluskindlustuse korral toimunud, aga veel teatamata kahjude
jaoks.
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