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1. Sissejuhatus

Integraalide arvutamine on tdhtsal kohal paljudes matemaatika
rakendustes, kuna integraalsel kujul esituvad mitmed fiiiisikalised
suurused, samuti ka juhuslike suuruste keskvaértused. Kuigi in-
tegraale onnestub tépselt arvutada suhteliselt harva, on palju
erinevaid meetodeid nende ligikaudseks leidmiseks. Sageli aga on
praktilistes rakendustes (niiteks finantsmatemaatikas) vaja arvu-
tada suurest arvust muutujatest soltuvate funktsioonide integraale
ning sel juhul standardsed meedodid pahatihti ei t66ta voi on liiga
aeglased. Kiesolevas artiklis tuleb juttu iihest suhteliselt uuest
ldhenemisest, mis vdimaldab ka viimasel juhul enamasti saada
moistliku tdpsusega tulemusi aktsepteeritava téoajaga.

2. Motivatsioon ja eesméirgid

Vaatleme integraalide

= /D f(@) da,

kus D = [0, 1]¢, d > 1, arvutamise moningaid meetodeid. Alustame
juhust d = 1, s.t. integraalidest iile iihikldigu.

1. Ristkiilikvalem. Jaotame 16igu [0, 1] n osaldiguks, arvutame
funktsiooni vairtused nende osaldikude keskpunktides, korru-
tame osaloigu pikkusega ja summeerime. Nii saame integraali

vaartuseks "
I~1, = 21:1 f(xl)
n
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kus x; = 22;1, i =1,2,...,n. Selle valemi kohta on teada, et

ta on ruutkoonduvusega:

C
|I_In| < ﬁu

kus ¢ soltub ainult funktsioonist f; viga on véimalik arvutuste
kéigus hinnata Runge vottega:

—~ In - I?m

I—1I3,~ —s

2. Monte-Carlo meetod. Kasutades teadmist, et 16igul [0, 1]
iihtlase jaotusega juhusliku suuruse korral avaldub keskvéir-
tus E[f(X)] vaadeldava integraaliga ning et suurte arvude
seaduse kohaselt saab keskvadrtust leida kui soltumatu-
te katsete aritmeetilise keskmise piirvadrtust katsete arvu
kasvades, saame vaadeldava integraali ligikaudse véartuse
leida nii, et genereerime n iihtlase jaotusega juhuslikku arvu
X1, Xo,..., X, ning leiame

I~1, = iz [(Xi)

n

Erinevalt ristkiilikvalemist on suuruse I,, viga Monte-Carlo
meetodi korral juhuslik; fikseeritud n korral véime arvutusi
korrates saada iga kord erineva tulemuse. Seetottu on ka
veahinnang toen#osuslik: toendosusega p on n katse korral
tulemuse viga hinnatav jargmiselt:

[T < —2—
vnyT—p

kus o on juhusliku suuruse f(X) dispersioon, mida saab
hinnata arvutatud funktsiooni véirtuste f(X;) abil.

Kui vorrelda neid kahte meetodit, siis ristkiilikvalemi eeliseks
on tema suurem koonduvuskiirus: n#iteks funktsiooni f(z) =
cos(z) puhul annab ristkiilikvalemi kasutamine juba n = 6 korral
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(ja ka suuremate m védrtuste korral) tulemuse veaga, mis on
viiksem kui 0,001, kuid Monte-Carlo meetodi abil tuleb selleks,
et saada sama téapsus keskmiselt 19 juhul 20-st kasutada rohkem
kui 74000 genereerimist. Samuti voib ristkiilikvalemi eeliseks lugeda
veahinnangu mittejuhuslikkust. Monte-Carlo meetodi eeliseks v&ib
aga lugeda seda, et juba leitud tulemust on lihtne tédpsustada,
selleks tuleb ainult juhusliku suuruse X véértusi juurde genereerida,
kusjuures arvutused voib peatada suvalisel momendil (niiteks
kui enam pole aega oodata) ning koiki arvutatud funktsiooni
védrtusi saab kasutada integraali ligikaudse véartuse leidmiseks.
Ristkiilikvalemi puhul on tulemuse tdpsustamine nii, et varemteh-
tud t66 raisku ei ldheks, tunduvalt keerulisem, kuna selleks tuleb
suurendada n védrtust kolm korda ning arvutusi ei tohi peatada
enne, kui funktsiooni vaartus on koigis lisandunud punktides vilja
arvutatud ja kokku summeeritud. Kokkuvétvalt voib aga oelda, et
ithem&otmeliste integraalide korral ei suuda Monte-Carlo meetod
ristkiilikvalemiga konkureerida.

Integreerimispiirkonna dimensiooni d kasvades aga muutub pilt
varsti teiseks. Ei ole kuigi raske veenduda, et ristkiilikvalemi
analoog (kus me jaotame piirkonna n = k? d-mootmeliseks kuu-
biks ja leiame keskmise funktsiooni véartustest nende kuubikeste
keskpunktides) koondub d-mootmelise integraali korral kiirusega
nQ—C/d, mis juba d = 5 korral on aeglasem, kui Monte-Carlo meetodi
koonduvuskiirus —=. Seega muutub mitmemdootmeliste integraalide
korral Monte-Carlo meetod arvestatavaks konkurendiks klassika-
listele integraalide arvutamise numbrilistele meetoditele, samuti
muutub suurema dimensiooni korral olulisemaks véimalus arvutusi
peatada siis, kui see meile vajalikuks osutub. Samas aga jiidvad
probleemideks suhteliselt aeglane koonduvuskiirus ning tulemuse
juhuslikkus.

Siit  tekibki kiisimus, et kas ei ole voimalik konstrueerida
integraalide ligikaudse arvutamise meetodit, mis koonduks kiire-
mini kui Monte-Carlo meetod suvalise dimensiooni d korral, oleks
mittejuhuslik ning véimaldaks arvutusi peatada suvalisel momendil.
Osutub, et see on voimalik, kuid sellise meetodi konstrueerimisel
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tuleb kasutada spetsiaalselt valitud punkte xz;, kus funktsioo-
ni védrtusi vélja arvutada. Siin tulevadki mingu nn. madala
halbivusega jadad.

3. Madala hilbivusega jadad ja integraalide
arvutamine

On arusaadav, et integraali heaks lihendamiseks peavad punktid,
kus funktsiooni véartused leitakse, paiknema integreerimispiirkon-
nas mingis mottes iihtlaselt. Kui me tahame, et integraal oleks hésti
lihendatud suvalise arvu punktide korral, peaks iihtlase paigutuse
tingimus olema tédidetud jada xi,x9,...,z, jaoks iga m korral.
Siin tekib aga kiisimus, kuidas punktide paigutuse iihtlust moota.
Osutub, et selleks sobib hélbivuse moiste.

Definitsioon 1. Olgu P mingi loplik hulk punkte piirkonnas
[0,1]% ning olgu H hulga [0,1]¢ mingi Lebesque’i méttes méotuva-
te alamhulkade kollektsioon. Punktihulga P hdlbivuseks H suhtes
nimetatakse suurust

men| P

kus |A| tdhistab hulga A elementide arvu ning pH on hulga H
Lebesgue’i maot (pindala d = 2 korral, ruumala d = 3 korral jne.).
Kui H koosneb risttahukatest kujul (a1, b1] X [ag, ba] X -+ X [ag, by),
kus 0 < a; < b; < 1, siis hdlbivust H suhtes nimetatakse lihtsalt
hélbivuseks ning tihistatakse kujul D(P). Kui H koosneb hulkadest
kugul [0, b1] % [0, ba] x - - - X [0, by, siis hdlbivust H suhtes nimetatakse
x-hdalbivuseks (tdrn-hdlbivus) ja tihistatakse kujul D*(P).

Definitsioonist jéreldub, et iga 16pliku punktihulga P korral
kehtib vorratus D*(P) < D(P). Veidi raskem on veenduda selles,
et tegelikult kehtib ka vorratus D(P) < 2¢D*(P), mistottu on
x-héalbivus ja tavaline halbivus ekvivalentsed suurused. Lihtne on
niha ka seda, et D(P) > |1—| (selleks piisab viikeste, iihte punkti
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sisaldavate ruudukeste vaatlemisest). Huvitavaks probleemiks on
aga selliste punktijadade konstrueerimine, mille korral esimesest n
elemendist koosnevate punktihulkade hélbivus ldheks n kasvades
nulli voimalikult kiiresti.

On teada mitmeid mooduseid jadade konstrueerimiseks d-
mootmelises iithikkuubis, mille korral kehtivad vorratused

c(lnn)dt

D({z1,...,zn}) <

n

Uldtunnustatud (kuid seni tdestamata) hiipoteesiks on, et kiiremat

nullikoondumist ei ole véimalik saavutada, mistottu selliseid jadasid
nimetatakse madala hdlbivusega jadadeks.

Integraalide arvutamise seisukohalt muudab madala hilbivuse-

ga jadad viga huvipakkuvaks jargnev Koskma-Hlawka vorratuse

nime all tuntav tulemus.

Teoreem 1. Suvalise teatud tehnilisi eeldusi (lopliku Hardy-Krause
variatsiooni olemasolu) rahuldava funktsiooni f korral kehtib vorra-

tus
1 n
WD) - /[ | wa

kus konstant cy soltub ainult funktsiooni f omadustest.

<cyD*({x1,...,2n}),

Siit on néha, et madala hélbivusega jada kasutamise korral
voime integraali arvutada samuti nagu Monte-Carlo simulatsiooni
kasutades: arvutame funktsiooni vairtused mingis arvus punktides
ning integraali ldhendiks on nende véirtuste keskmine, kusjuures
madala hélbivusega jadade korral on koonduvuskiirus suurem (viga
kiitub peaaegu nagu - Monte-Carlo ﬁ asemel). Seetdttu on
madala hélbivusega jada kasutamine mitmekordsete integraalide
arvutamisel Monte-Carlo meetodile vigagi arvestatavaks konku-
rendiks. Ainukeseks seni iiletamata puuduseks on see, et siiani ei
ole leitud efektiivset moodust tegeliku vea hindamiseks arvutuste
kiigus (vastava konstandi viljaarvutamine on enamasti vihemalt

sama keerukas iilesanne, kui integraali véfrtuse leidmine).
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Vaatleme iihte kiillaltki lihtsat moodust madala h&lbivusega
jadade konstrueerimiseks. Selleks tdhistame naturaalarvu k baasil
b esituse i-ndat numbrit kujul as(7, k), s.t. 0 < ay(i, k) < b ning

k=Y awli, k)b,
=0

kusjuures ap(i, k) = 0, kui ¢ > log,(k). Naturaalarvude esituse
kaudu b-ndsiisteemis saame defineerida kujutuse naturaalarvude
hulgast 16iku [0, 1] kujul

> ap(i, k
o (k) = bbgﬂ ) ke

=0

Niiteks b = 2 korral saame

0= 0, va() =3, D)= $ad) =5, o) = ¢,
YaB) =5+ 5 =2 jne

Osutub, et kui fikseerida d erinevat algarvu (voi iildisemalt, d
ithistegurita arvu) ning defineerida d-mootmeliste punktide jada

zp = (Yo, (k), - - ¥, (K)), k € IV,

siis saadud nn. Haltoni jada on madala hilbivusega. Néiiteks b =
2,by = 3 korral saame nii punktid

11 1 2 31 5 4 .
(07 0)7 (57 g) ) <Za g) ) (Za §> ) (ga §) Jne.

Esimese saja punkti paiknemist voib nédha jooniselt 1. Kahjuks
suure dimensiooni d korral ei ole Haltoni punktid viga heade
omadustega, mistéttu praktilistes rakendustes kasutatakse tundu-
valt keerulisemalt defineeritud, kuid paremate omadustega madala
héilbivusega jadasid.
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Joonis 1: Esimesed sada Haltoni punkti juhul b; = 2, by = 3.
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Joonis 2: Integraali ldhisvidrtuse viga Monte-Carlo meetodi (hall
joon) ja kvaasi-Monte-Carlo meetodi (must joon) korral

Lopetuseks toome ka ithe numbrilise eksperimendi tulemused.
Nimelt vaatleme integraali

1 1
/ / x - sin(x + y) de dy
0o Jo

ligikaudset leidmist Monte-Carlo meetodil ning eelpool definee-
ritud Haltoni punkte kasutava nn. kvaasi-Monte-Carlo meeto-
dil, vorreldes saadud tulemuste erinevusi tdpsest viartusest n =
100,101, ...,1000 korral. Nagu jooniselt 2 niha, on Monte-Carlo
viga tunduvalt hiippelisem ning kahaneb aeglasemalt kui Haltoni
punktide kasutamisel saadud tulemuse viga.
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