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Topeltjada kujutab endast maatriksit, millel on I6pmatu palju ri-
du ja veerge. Just sellised maatriksid on aluseks tavaliste jadade
maatriksteisendustele.

Topeltjada (zx;) voib samastada tavalise jadaga (z;) sama bi-
jektsiooni abil, mis kasutatakse ratsionaalarvude loendamisel:

T(x) := (%) = (11, T21, T22, T12, T31, T32, L33, 23, T13, T41, ---)-

Koéigi topeltjadade vektorruumi, kus elementide liitmine ja kor-
rutamine skalaariga maératakse koordinaaditi, tdhistatakse siim-
boliga 2. Tema alamruume nimetatakse topeltjadade ruumideks.
Samuti v6ib topeltjadade ruume samastada jadaruumidega bijekt-
siooni T abil.

Seoses sellega annavad topeltjadade ruumid palju néiiteid ja
kontranditeid (tavaliste jadade) summeeruvusteoorias. Naiteks to-
peltjadade ruumide abil oli néidatud [3], et leidub separaabel FK-
ruum (s.t. jadaruum, mis on varustatud taieliku metriseeruva lo-
kaalselt kumera topoloogiaga, mille suhtes on koik koordinaatfunkt-
sionaalid z = (x;) — z (k € N) pidevad), mis ei vordu temas
sisalduvate maatriksmeenetluste summeeruvusvéljade tihisosaga.

Erinevalt jadadest saab topeltjadade jaoks defineerida palju
koonduvuseeskirju. Neist kéige tuntum ja kéige enam uuritud on
Pringsheimi poolt 1898. aastal [8] defineeritud koonduvus, mida
me nimetame p-koonduvuseks. Topeltjada (xy;) koondub arvuks a
Pringsheimi mottes, kui tema liikkmete ja arvu a vahe saab kui ta-
hes viikseks koikjal, v.a. lopliku arvu ridade ja veergude korral,

!Tahan siiralt tinu avaldada oma juhendajale prof. T. Leigerile abi eest
doktorit66 kirjutamisel.
2Maria Zeltser sai 2002. aastal EMSi Arnold Humala preemia.
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matemaatilises keeles, kui
Ve>03INeN: kI>N = |zy—al<e.

Selle koonduvuse puhul tekitab koige enam probleeme asjaolu,
et koonduv topeltjada ei pruugi olla tokestatud. Sellest puudusest
on vaba Hardy poolt [5] 1916. aastal kasutusele voetud regulaarse
koonduvuse (lithidalt r-koonduvuse) moiste, mille puhul eeldatak-
se lisaks p-koonduvusele veel vaadeldava topeltjada koigi ridade ja
veergude koonduvust. Néiteks, topeltjada

1 2 3
(@w)=1] 0 0 0

koondub Pringsheimi méttes arvuks 0, kuid ei ole tokestatud, seega
ei koondu regulaarselt.

Nimetatud kahe ja mitmete neile lahedaste koonduvustega seo-
tud neljamootmeliste maatriksite abil madratud teisenduste kirjel-
damisele olid pithendatud 20. sajandi esimesel poolel ilmunud to-
peltjadade summeerimist kasitlevad klassikalised t66d, mille hulgas
on koige tahelepanuvairsem Hamiltoni artikkel [4]. Seejuures kasu-
tasid autorid valdavalt klassikalise analiiiisi meetodeid. Funktsio-
naalanaliiiisi meetodeid rakendas topeltjadade ruumide uurimisel
esimesena Hill 1940. aastal. [6].

Hoolimata sellest, et tavaliste jadade summeeruvusteooria are-
nes 20. sajandi teisel poolel kiiresti niiiidisaegseks uurimisvaldkon-
naks, milles funktsionaalanaliiiisi meetoditel on oluline koht, topelt-
jadade summeeruvuse uurimisel sellist progressi ei toimunud. Poh-
juseks on ilmselt oluliste topeltjadade ruumide keeruline topoloo-
giline struktuur, mis teeb traditsiooniliste funktsionaalanaliiiitiliste
meetodite rakendamise viaga keeruliseks. Erandiks on r-koonduvate
topeltjadade ruum C,, millel on suhteliselt lihtne loenduv pohihulk.
Seevastu koigi tokestatud p-koonduvate topeltjadade ruum Cp, ei
ole oma loomulikus topoloogias separaabel, kéigi p-koonduvate to-
peltjadade ruum C, ei ole isegi oma loomulikus topoloogias metri-
seeruv, selle ruumi LFDK-topoloogia kirjelduse andsid Boos, Leiger
ja Zeller alles 1997. aastal [2].
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Eelneva mérkuse pohjal on arusaadav, et topeltjadade summee-
ruvuse uurimisel on olulisem nn. jiikade (s.o. klassikalise analiiiisi
votetel pohinevate) meetodite arendamine, tdpsemalt, nende oskus-
lik kombineerimine pehmete (s.o. lineaar-topoloogiliste) meetodite-
ga. See eeldab topeltjadade ruumidega seotud probleemide pohja-
likku késitlemist.

Olulise touke andis topeltjadade ruumide uurimisele 1977. aas-
tal valminud Przybylski doktorit6o [9], milles késitletakse nn. SM-
menetlusi. Tegemist on jadade summeerimismenetlusega, see defi-
neeritakse kolmemootmelise maatriksiga méaaratud maatriksteisen-
dusega, mis seab jada vastavusse (vaadeldava eeskirja mottes koon-
duva) topeltjadaga. Przybylski vaatles kindlat tiitipi SM-menetlusi,
mis on madratud topeltjada c-koonduvusega. Selle korral eeldatak-
se, et topeltjada koik veerud on koonduvad jadad ja nende piir-
vadrtused moodustavad samuti koonduva jada. Przybylski néitas,
et kahe regulaarse maatriksmenetluse kompositsioon on alati esita-
tav niisuguse SM-menetlusega.

Boos, Leigerja Zeller [2] késitlesid SM-menetlusi tildisemalt, 14h-
tudes suvalisest etteantud lineaarsest topeltjadade koonduvusees-
kirjast. Nende 1997. aastal ilmunud t66 pohitulemused baseeruvad
nn. e-koonduvusel, mis on nii p- kui ka c-koonduvusest iildisem.
Vastavalt definitsioonile e-koondub topeltjada (xg;) arvuks a, kui

Ve>0 dlpeN Vi>Ily dkeN: k> k = |xkl—a\§€.

Osutub, et koigi e-koonduvate topeltjadade ruum C, on mittemet-
riseeruv LEDK-ruum, koigi tokestatud e-koonduvate topeltjadade
ruum Cpe on mitteseparaabel FDK-ruum, milles k&igi ¢-koonduvate
topeltjadade ruum C. on separaabel kinnine alamruum. e-koondu-
vuse olulisust topeltjadade ja -ridade puhul kinnitab asjaolu, et talle
vastavaid summeerimismenetlusi, mis saksakeelses kirjanduses kan-
navad nimetust Einschachtelungsverfahren, on uuritud palju varem
[12]. Néitasime, et ka Volkovi [11] vaadeldud summeerimismenet-
lused on tegelikult e-koonduvusega madratud SM-menetlused.
Meie uuringutes oli pohitdhelepanu pooératud topeltjadade sum-
meeruvusele eespool mainitud kuue koonduvuseeskirja mottes.
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Uheks pohieesmirgiks oli niisuguste “libiseva kiitiru” meetodite vil-
jatdootamine, mis voimaldaksid leida tarvilikud ja piisavad tingimu-
sed selleks, et SM-menetlus teisendaks iga tokestatud jada e-, be-
voi c-koonduvaks topeltjadaks, samuti selleks, et neljamootmeline
maatriks oleks nimetatud koonduvuse méttes koonduvust sailitav
(ilejaanud kolme koonduvuse jaoks on need tingimused teada). Sa-
muti oli leitud ka tarvilikud ja piisavad tingimused selleks, et SM-
menetlus teisendaks iga jada ja iga koonduva jada e-, be- vOi c-
koonduvaks topeltjadaks.

Teiseks eesmérgiks on vastavate summeeruvusvéljade struktuu-
ri kirjeldamine. Piirdume seejuures pohiliselt r- ja c-koonduvusega,
sest ruumide C, ja C. topoloogiline struktuur on soodsam, see teeb
voimalikuks ka summeeruvusvéljade C.4 ja C.4 struktuuri tdpsema
kirjeldamise. Seejuures lahtume samast skeemist, mis on kasutusel
kahemootmeliste maatriksite summeeruvusvéljade struktuuri uuri-
misel. Topoloogilise kaasruumi C}, , abil kirjeldame summeeruvus-
valja tdhtsate alamruumide seoseid ja uurime, kuidas need seosed
iseloomustavad maatriksi summeeruvus-teoreetilisi omadusi.

Summeeruvusviljade struktuuriga seoses otsime vastust mitme-
le kiisimusele, mis puudutavad antud koonduvusele vastavate to-
kestatud topeltjadade summeeruvust. Teatavasti kehtivad tavaliste
koonduvust séilitavate maatriksmenetluste puhul jargmised téahele-
panuvaarsed vaited: 1) kui koigi koonduvate jadade ruum on sum-
meeruvusvaljas kinnine, siis vaadeldav menetlus ei summeeri tokes-
tatud hajuvaid jadasid, 2) kui vaadeldav menetlus summeerib ainult
tokestatud jadasid, siis summeerib ta ainult koonduvad jadad, ning
3) kui menetlused A ja B on regulaarsed ja iga A-summeeruv to-
kestatud jada on B-summeeruv, siis nendel jadadel on menetlused
A ja B kooskolas. Seadsime endale eesmaérgi selgitada vélja, millis-
te eespool nimetatud koonduvuseeskirjade puhul toodud vaited on
laiendatavad neljamo6tmeliste maatriksitega madratud topeltjada-
de summeerimismenetlustele. Iga koonduvuse puhul tuleb ldhtuda
konkreetselt temaga seotud tokestatuse definitsioonist, naiteks bp-
ja r-koonduvuse korral on selleks topeltjadade “tavaline”, s.o. iiht-
lane tokestatus. Tulemus on moénevorra iillatav, sest tikski viidetest
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1) — 3) ei kehti r-koonduvuse puhul (ka mitte p- ja bp-koonduvuse
puhul). See liikkab timber iihe Stieglitzi poolt 1970. aastal publit-
seeritud artikli [10] pohitulemuse. Seevastu e-, be- ja c-koonduvuse
korral toodud vaited kehtivad.

Oluline osa uuringutest on pithendatud topeltjadade ruumide (-
kaasruumide norgale jadalisele téielikkusele. Definitsiooni kohaselt
koosneb antud topeltjadade ruumi £ (3(v)-kaasruum EP®) topelt-
jadadest u = (uy), mille puhul topeltrida > ; ug 2 on v-koonduv
iga @ = (zg;) € F korral. Loomulikel eeldustel moodustavad E ja
EP®) duaalse paari topoloogiliste vektorruumide teooria mottes.
See voimaldab mitmeid summeeruvusega seotud probleeme késit-
leda selle teooria kontekstis. Erilisel kohal on siinjuures kiisimus
B(v)-kaasruumi norgast jadalisest téielikkusest. Uhelt poolt on ni-
metatud omadus oluline kokkupuutepunkt summeeruvusteooriaga,
sest ta on ldhtekohaks nn. Mazuri-Orliczi tiilipi teoreemidele, teisalt
on see tahtis eeldus monede funktsionaalanaliiiisi teoreemide raken-
damise seisukohalt (néiteks Kaltoni teoreemi kinnisest graafikust).
Klassikaline tulemus, mille kohaselt soliidse jadaruumi (-kaasruum
on norgalt jadaliselt téielik, kuulub Kothele ja Toeplitzile [7]. “Li-
biseva kiiliru” tehnikast ldhtudes on paljud autorid tépsustanud
jadaruumi omadusi, mis garanteerivad (-kaasruumi norga jadali-
se taielikkuse. Nende probleemiasetuste iilekandmisel topeltjadade
ruumidele 1dhtusime Boosi, Flemingi ja Leigeri poolt 1996. aastal
[1] defineeritud omadusest signed P OSCP. Selle méiste eeskujul
defineerime v-koonduvuse korral (v € {p,r, e, c}) vastava tingimuse
signed P_ OSCP(v), mille taidetus topeltjadade ruumis E garan-
teerib 3(v)-kaasruumi E°() norga jadalise taielikkuse, seejuures
signed P_ OSCP(r) ja signed P_ OSCP(c) garanteerivad ka vasta-
valt 3(bp)- ja B(be)- kaasruumi norga jadalise téielikkuse.

Duaalse paari < E,EP") > abil toestame ka kolm iildist
Bennetti-Kaltoni tiitipi sisalduvusteoreemi. Need on teoreemid, mis
kirjeldavad seoseid topeltjadade ruumi struktuuri ja temal maa-
ratud maatriksteisenduste pidevuse vahel. Veendume, et see, kas
Bennetti ja Kaltoni tuntud teoreemid on tilekantavad duaalse paa-
i < E,EFW) > juhule vo6i ei, soltub olulisel ma#ral vaadeldavast
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koonduvuseeskirjast v.
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