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Sissejuhatus

Kéesolevas t60s tutvustatakse Banachi ruumide (tédpsemalt, nende
kaasruumide) struktuuri M (r, s)-vorratuste kontekstis. Peamiselt
vaadeldakse artiklite [4,5,6] ning neid artikleid sisaldava doktorit6é?
tulemusi.

Meenutame, et Banachi ruumiks nimetatakse selliseid normiga
vektorruume (iile korpuse K, s.t. iile reaal- voi kompleksarvude
korpuse), milles elementide jada koondumine on méaaratud Cauchy
kriteeriumiga (nagu eukleidilises ruumis).

Ruumist? X ruumi Y tegutsevate koigi pidevate operaatorite?
ruumi téhistame £(X,Y") (erijuhul X = Y kirjutame £(X)). Siin
saame erijubul Y = K kaasruumi X* = £(X,K). Selle kaasruum
on omakorda ruumi X teist jairku kaasruum X** = L£(X* K) jne.
Nii saame moodustada veelgi korgemat jarku kaasruume.

Ruumi voib iildiselt vaadelda tema paarisarvulist jarku
kaasruumide alamruumina. Téapsemalt réagitakse ruumi X
loomulikust sisestusest:

jx: X _)X**7 :L'0—>£C**, .CC**(.CC*) :SC*(:L') Vot e X*.

Kui jx(X) = X**, siis ruumi X nimetatakse refleksiivseks (s.o.
samavairne kaasruumi X* refleksiivsusega). Mitterefleksiivsel juhul

'Rainis Haller sai 2003.a. EMSi Arnold Humala preemia.

2R. Haller, M (r, s)-inequalities, Dissert. Math. Univ. Tartuensis, 28, Tartu
University Press, Tartu, 2002. Juhendaja prof. E. Oja.

3Ruumi all métleme Banachi ruumi ja alamruumi all sellist (vektor-)
alamruumi, mis on ise Banachi ruum (ld4hteruumi normi suhtes), s.t. kinnist
(vektor-) alamruumi.

4Operaatori all moistame lineaarset kujutust ruumide vahel, s.o. kujutust,
mis on kooskolas nende ruumide algebralise struktuuriga.
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on ruumi kaasruumide struktuur iildiselt keerulisem lahteruumi
omast. Konkreetse kaasruumi téielik kirjeldus on iisna haruldane;
osalinegi kirjeldamine on sageli vadrtuslik. Siiski on teada, et X™**
esitub alati otsesummana® X*@ X+ (tdpsemalt, X*** = jx«(X*)®
(x (X))

M(r, s)-vorratus

Olgu X # {0} ruumi Y alamruum ning r,s > 0. Utleme (vrd.
[2]), et X on M(r,s)-vorratust rahuldav ideaal (ruumis Y), kui

alamruum X+ C Y* on tiiendatav, s.t. leidub (kinnine!) alamruum
G CY* nii, et Y* =G @ X+, ning

ly* | =rlgl +slnll, yv*=g+h, geG heX . (¥

Paneme téhele, et tingimuse (%) kehtivuse korral voime paari
(r,s) asendada temast “vaiksemaga” (r',s’), kus ' < r ja s <s
(vt. joonist).

Ilmselt ei saa M (r,s)-vorratust rahuldava ideaali korral kehtida
r > 1, samas s > 1 viitab triviaalsele juhule X+ = {0}.

Mérgime ka, et Banachi ruumis on (kinnise) alamruumi
taiendatavus (topoloogilises mottes) samavddrne selle (vektor-
) alamruumi téiendatavusega algebralises mottes, s.t. leidub
(lineaarne) projektor P nii, et vaadeldav ruum esitub otsesummana
ran P & ker P, kus iiheks liidetavaks on see alamruum ise.

®Alamruumi X C Y annullaator X+ = {y* € Y*: y*|x = 0} on kaasruumi
Y™ alamruum.
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Nimetusest

M (7, s)-vorratust rahuldav ideaal on M-ideaali (r = s = 1; vt.
nt. [7]) ildistus ning sealt ka tdht “M” ja sona “ideaal”. Veelgi
stigavamale minnes, “M” viitab maksimumnormile ldhteruumis;
kaasruumi summanorm ja ldhteruumi maksimumnorm on teatud
moondustega duaalsed. (Selle seose tépsem selgitus néuaks juba
oluliselt rohkem valdkonna tundmist.) Nimetuses on sona “ideaal”
tulnud algebralisest ideaalist, nimelt C*-algebras on M-ideaalideks
parajasti kinnised kahepoolsed ideaalid. Néiteks ruumis C(K) (s.o.
kompaktsel Hausdorffi ruumil K koéigi pidevate operaatorite ruum)
on M-ideaalideks parajasti alamruumid {f € C(K): f|a = 0}, kus
A C K on suvaline kinnine hulk.

Ideaalid

Kui (péris-) alamruum X on M-ideaal ruumis Y, siis leidub tépselt
iiks niisugune projektor P € £L(Y*), et ker P = X ja on téidetud
tingimus (), juhul kui r = s = 1:

Iy = 1Py*l +lly" = Py*[l Vy" e Y™

lmselt® ||P|| = ||I — P|| = 1.

M-ideaalidest inspireerituna rasgitakse artiklis [3] ideaalist
jargmises mottes. Alamruumi X # {0} nimetatakse ideaaliks
ruumis Y, kui mingi projektori (ideaaliprojektori) P € L(Y™) korral
ker P = X' ja ||P|| = 1.

Ideaaliprojektor on tihedalt seotud Hahn-Banachi jétku-
operaatoriga. Hahn-Banachi jatkuoperaator on (lineaarne!)
operaator ¢: X* — Y™ kusjuures px* on funktsionaali z* € X*
normi séailitav jatk ruumile Y.

Kui ¢: X* — Y™ on Hahn-Banachi jatkuoperaator jai: X — Y
on formaalne iihikoperaator, siis” P = ¢ o i* on ideaaliprojektor.

5Siimbol I tahistab ithikoperaatorit kaasruumis Y *.
"Operaatori A € L(X,Y) kaasoperaator A* € L(Y*,X*) defineeritakse
vordusega
Ay "=y "0 A y e€Y".
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Ideaaliprojektori P korral saame jatkuoperaatori p: X* — Y™,
kui defineerida pz* = Py*, kus y* € Y* on funktsionaali z* € X*
suvaline normi sailitav jatk.

Olgu X ideaal ruumis Y ja P vastav ideaaliprojektor. Kui
y* € Y*, siis ahendi y*|x € X* tiheks normi sailitavaks jatkuks on
Py* € Y*. Seelébi on ran P ja X* isomeetrilised ning me samastame
nad. Koos sellega saame vaadelda (tildiselt mitte-Hausdorffi) norka
topoloogiat o(Y, X*). Uhtlasi saame algebralisele vordusele Y* =
ran P@ker P anda kuju Y* = X*® X . (Meenutame, et see vordus
kehtib alati juhul, kui Y = X**.)

Uheks peamiseks probleemiks on siin ideaaliprojektori P
leidumine. Niisugust projektorit ei pruugi leiduda isegi siis, kui
lubada ||P|| = A > 1. Kui aga niisugune projektor on olemas, siis
(péris-) alamruum X C Y on mingite parameetrite r, s > 0 korral
M (r, s)-vorratust rahuldav ideaal ruumis Y. (Voéime néiteks valida

r < ﬁ jas < m. Vt. ka joonist, millel ||P| =1.)

Selge on, et Y = X** korral selline projektor leidub, iga ruum X
on ideaal oma teises kaasruumis X**; ideaaliprojektoriks on siin
loomulik projektor P = jx=« o (jx)*.

P=jx+o(jx)*

(J& Ix*

X*
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Lihtsa tdiendava tingimusega saab kindlustada ideaaliprojektori
leidumise ka juhul, kui (mingite ruumide F ja F korral)® Y =
L(E,F)ja X = K(E,F); see on nii, kui néiteks leidub pere K, €
K(E,E), || K| <1, mille korral kaasoperaatorite pere K koondub
vastavaks iihikoperaatoriks punktiviisi.

Tingimuse ||P|| = 1 asemel uuritakse (vt. nt. [GKS]) ka
teisi erinevaid tingimusi projektorile P, mille tuum on vaadeldava
alamruumi annullaator, naiteks tingimust kujul || — AP|| = 1, kus
A on mingi arv: u-ideaale, ||[I — 2P| = 1 (sel juhul on muidugi ka
|P|| = 1), voi h-ideaale, ||[I — (1 4+ «)P|| = 1, kus kompleksarvu o
korral || = 1.

M (r, s)-vorratuste ldhtekoht

1994. aastal asusid hispaania matemaatikud Cabello ja Nieto
uurima itht M-ideaalide iildistust — M (r, s)-vorratust rahuldavaid
ruume. Need on niisugused M (r, s)-vorratust rahuldavad ideaalid
X oma teises kaasruumis X**, mille korral ideaaliprojektorina
vaadeldakse vaid loomulikku projektorit P = jx«o(jx)*. Seejuures
r,s € (0,1] ning ruum on M-ideaal (oma teises kaasruumis)
parajasti siis, kui ta rahuldab M (1,1)-vorratust. Cabello ja Nieto
toestasid oma 1998. aastal ilmunud artiklis [1], et paljud M-
ideaalide olulised omadused on iseloomulikud just M (r, s)-vorratust
rahuldavatele ruumidele: moned neist kehtivad, kui néiteks r = 1,
teised jalle, kui s = 1 voi r +s > 1. Néiteks viimasel juhul on sellist
tingimust rahuldava ruumi X iga separaabli’ alamruumi kaasruum
separaabel (s.t. X on Asplundi ruum).

Cabello, Nieto ning Oja ithistoona (vt. nt. [2]) on muuhulgas

antud mitmeid néiteid ruumidest, mis rahuldavad M(r,s)-
vorratust, kuid ei ole M-ideaalid (oma teises kaasruumis).

8Siimboliga K(E, F) (erijuhul E = F kirjutame KC(E)) t#histame kdigi
kompaktsete operaatorite alamruumi ruumis L(E, F).

9Ruumi nimetatakse separaabliks, kui temas leidub loenduv ké&ikjal tihe
osahulk.
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M(r,s)-vorratuste transitiivsus ja Banachi ruumi
korgemat jarku kaasruumide geomeetriline struktuur

On hésti teada (vt. nt. [7]), et kui X ja Y on Banachi ruumi Z
kinnised alamruumid, kusjuures X on M-ideaal ruumis Y ning
Y on M-ideaal ruumis 7, siis X on M-ideaal ruumis Z. Artiklis
[4] antakse selle tulemuse ildistus M (r, s)- vorratuste kontekstis.
Meie pohitulemused on siin jargmised. (Vt. ka neid illustreerivaid
jooniseid sonastuse jérel.)

Teoreem 1. Olgu X ja Y Banachi ruumi Z kinnised
alamruumid ning olgu r, s,u,v € (0,1]. Eeldame, et X on M(r,s)-
vorratust rahuldav ideaal ruumis Y ning Y on M (u,v)-vorratust
rahuldav ideaal Tuumis Z. Kui su < v, siis X on M(ﬁ,
ﬁ)—vérmtwt rahuldav ideaal ruumis Z. Kui su > v, siis X
on M("2,v)-vorratust rahuldav ideaal ruumis Z.

Jareldus. Kui X on M(r,s)-vorratust rahuldav ideaal ruumis
Y ning Y on M (r,s)-vérratust rahuldav ideaal ruumis Z, siis X on
M (55, 5%)-vorratust rahuldav ideaal ruumis Z.

2—r? 2—r
Y o, Yy o,
s C N &
N o e » o <)
X C A X C A
suv: Mgty sa=w+e) M(z555%5)
su>v: M (=2 v)

Rao artiklis [R] on toestatud, et kui X on M-ideaal oma teises
kaasruumis X **, siis X on M-ideaal koigis oma paarisarvulist jarku
kaasruumides X (??) (n € N). Teoreemi 1 rakendusena saame selle
tulemuse iildistuse.

Teoreem 2. Olgu r,s € (0,1]. Kui Banachi ruum X on
M (r, s)-vorratust rahuldav ideaal oma teises kaasruumis, siis X on
M(rJrn(lfr)’ r+n€177")
X©@n) j9an e N korral.

)-vorratust rahuldav ideaal oma kaasruumis



M(r, s)-vorratus 11

Erilist tdhelepanu véérib siin juht » = 1. Olgu X ruumi
Y alamruum. Oeldakse, et alamruumil X on SU-omadus (tugev
tihesusomadus) ruumis Y, kui X on ideaal ruumis Y ja iga y* € Y™,
y* # Py*, korral ||Py*|| < ||y*||. Margime, et alamruumil X on SU-
omadus ruumis Y parajasti siis, kui X on ideaal ruumis Y ja igal
funktsionaalil kaasruumist X* leidub parajasti iiks normi sailitav
jatk ruumile Y.

Seega, kui Banachi ruum X on M(1,s)-vorratust rahuldav
ideaal oma teises kaasruumis X** mingi s € (0,1] korral, siis
teoreemi 2 pohjal on (alam)ruumil X SU-omadus koigis oma
paarisarvulist jarku kaasruumides.

Rao tulemuse (seega ka meie iildisema tulemuse) teeb eriliseks
veel asjaolu, et iihelgi kaasruumil ei ole SU- omadust oma teises
kaasruumis: kui néiteks X on M (1,s)-vorratust rahuldav ideaal
ruumis X** siis ei ole kaasruumil X** seda omadust oma teises
kaasruumis X4 (kuigi saadud tulemus iitleb, et X on M(1,s)-
vorratust rahuldav ideaal ruumis X (4).

M(r,s)-vorratust  rahuldavate ruumide sisemine
iseloomustus

Artiklis [8] (vt. ka [7]) on antud selliste Banachi ruumide
sisemine geomeetriline iseloomustus, mis on M-ideaalid oma teises
kaasruumis. Artikli [8] ideed arendades on saadud analoogiline
tulemus M (r, s)-vorratust rahuldavate Banachi ruumide jaoks (vt.

[5])-

Teoreem 3. Olgu X Banachi ruum ja olgu v < 1 ja s > 0.
Jargmised tingimused on samavddrsed.

(a) Ruum X rahuldab M (r,s)-vorratust.

(b) Mis tahes elementide x € Sx ja x** € Sx+« korral leidub pere

.. w
To € Bx nii, et xo, — ¥ ja

limsup ||rz + s(z™ — z4)|| < 1.
(03
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(¢) Mis tahes arvu € > 0, elemendi x € Sx ning jada x, €
Sx korral leiduvad® ng € N, u € conv{zy,...,on,} ja
t € conv{ZTpny+1, Tng+2,- ..} N, et

lre 4+ st —u)|| <1+e.

Kuna teoreemi 3 tingimus (c¢) on véljendatud vaid ruumi
X iihiksfdéris paiknevate jadade kaudu, siis M(r, s)-vorratus on
separaablilt méaaratud.

Jareldus. Banachi ruum X  rahuldab M(r,s)-vorratust
parajasti siis, kui ruumi X iga separaabel kinnine alamruum
rahuldab M (r, s)-vorratust.

Rohutame, et teoreem 3 kehtib ka triviaalsel juhul s> 1,
mis tdhendab, et X+ = {0} ehk ruum X on refleksiivne.
Teoreemi 3 tingimus (c) sarnaneb viga James’i kuulsa refleksiivsus-
kriteeriumiga: Banachi ruum X on refleksiivne parajasti siis, kui
leidub 6 € (0,1) nii, et iga jada z, € Sx korral leiduvad ng € N,
u € conv{Ti,...,Tn,} ja t € conv{Tpo41, Tng+2, ...} Nii, et

lv—u| < 6.

Sellele sarnasusele viidatakse ka artiklis [5] ning ithtlasi ndidatakse,
kuidas teoreemist 3 jareldub James’i tulemus. Saadud uus
toestus erineb oluliselt James’i originaaltdestusest ning on sellest
ka lihtsam. Korvaldades n-6 tooriistade jéljed, andis (vt. [9])
Oja (ntiid juba M/(r,s)-vorratuse moistet kasutamata) James’i
refleksiivsuskriteeriumi veelgi lithema ja lihtsama toestuse (mida
peetakse koigist senistest toestustest lihtsaimaks).

Teoreemiga 3 analoogiline tulemus M(r,s)-vorratust rahul-
davate ideaalide jaoks on jargmine (vt. [5]).

IOOsahulga A C X kumer kate convA = {Z/\kxk: xr €A, A\ >0,
k=1

ZM =1, neN}.
k=1
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Lause 4. Olgu X ideaal Banachi ruumis Y ja olgu P wvastav
ideaaliprojektor. Antud arvude r,s € (0,1] korral on jargmised
vdited samavddrsed.

(a) ly*[| = rllPy*[| + slly” — Py*|| vy e Y™

(b) Mis tahes x € Sx jay € Sy korral leidub pere xo € Bx nil,

oY, X*) .
etxq, — Y ja

limsup ||rz + s(y — zo)|| < 1.
«

Mérgime, et artiklis [2] on ruumi Y ja tema alamruumi X
kaasruume kasutamata antud (vaid) tarvilik tingimus selleks, et
alamruum X oleks M (r, s)-vorratust rahuldav ideaal ruumis Y.

Kompaktsed operaatorid. Ruumi £(X,Y) kaasruumi
struktuuri moju

Operaatorit nimetatakse kompaktseks, kui ta teisendab iga
tokestatud hulga kompaktsesse hulka.

Uks peamistest pohjustest, miks siin ollakse huvitatud
kompaktsetest operaatoritest on see, et kui K(X,Y) osutub M-
ideaaliks ruumis £(X,Y), siis igal operaatoril L € £(X,Y") leidub
parim kompaktne lahend K € K(X,Y), s.t.

IL - K| = d(L, £L(X,Y)) := inf{|| L — K||: K € K(X,Y)}.

On hésti teada, et K(H) on M-ideaal ruumis L£(H) iga Hilberti
ruumi H korral ning muuhulgas on huvitav teada, mil maéaéral
voime eemalduda ruumidega X ja Y Hilberti ruumist H, et sarnane
omadus jadks siiski kehtima. Méargime, et késitletavas valdkonnas
on kompaktsete operaatorite M-ideaalide kirjeldamine klassikaline
iilesanne.

Artiklis [6] on uuritud pidevate lineaarsete operaatorite
ruumide £(X) ja L£(¢1,X) kaasruumide struktuuri moju Banachi
ruumi X positsioonile tema teises kaasruumis. Uuringute ldhte-
kohaks on kaks héstituntud paranduvusteoreemi: X on M-ideaal
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oma, teises kaasruumis, kui kompaktsete operaatorite alamruum
K(X) on M-ideaal pidevate lineaarsete operaatorite ruumis
L(X) (see on norra matemaatiku Lima tulemus aastast 1982,
vt. nt. [7]) ja X on M-ideaal oma teises kaasruumis, kui
K(¢1,X) on M-ideaal ruumis L£(¢1,X) (vt. [8]). Nimetatud kahe
teoreemi toestusmeetodid on kvalitatiivselt erinevad. Maérgime,
et esimesena nimetatud Lima péaranduvusteoreem on iildistatud
M (7, s)-vorratust rahuldavate ruumide jaoks juhule, kus r + s/2 >
1 (vt. [2]). Vaadeldavas valdkonnas ei néi M-ideaalide teooria
meetodid tootavat ning artikli [2] autorid on oma tulemuse
toestamiseks tootanud vilja metoodika, mis pohineb kaasruumi
teatud w*-tugevalt eksponeeritud punktide poolt defineeritud
funktsionaalide tihesel jatkamisel. Artiklis [6] on vélja arendatud
molemale eespool nimetatud paranduvusteoreemile sobiv iihtne
toestusmeetod, kusjuures seda on tehtud mérksa iildisemas M (r, s)-
vorratust rahuldavate ideaalide kontekstis. On ka iseloomustatud
niisuguseid ruumide X ja Y paare, mille puhul £(X,Y) moodustab
ruumis L£(X,Y) etteantud parameetrite r ja s suhtes M(r,s)-
vorratust rahuldava ideaali. Seejuures on tehtud mitte {iksnes
kvalitatiivne, vaid ka kvantitatiivne uuring. Saadud tulemused
ildistavad ja avavad kvantitatiivsest aspektist Cabello, Lima,
Oja, Nieto, Poldvere, Rao ja Werneri M-ideaalide kohta ké&ivaid
varasemaid tulemusi. Meie pohitulemus siin on jargmine.

Teoreem 5. Olgu X, Y ja Z Banachi ruumid, kusjuures olgu
X isomorfne ruumi Z mingi faktorruumiga ja ruumi Y mingi
alamruumiga. Kui K(Z,Y) on M(r,s)-vorratust rahuldav ideaal
ruumis L(Z,Y) mingite arvude r,s € (0,1] korral, siis (tdiendaval
tingimusel, millega noutakse teatud eriliste funktsionaalide normi

sailitava  jatku dhesust) X  rahuldab M(j()gY)’j(X Y)Sq(ZX))—
vorratust.

Seejuures on (need parameetrid tuuakse sisse artiklis [6])

17

J(X,Y) = inf{j(T) : T € L(X,Y) on isomorfism “sisse”}
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ja
q(Z,X) = inf{M: Q € L(Z, X) on siirjektsioon},
Q)

kus stimbolitega j(T) ja ¢(Q) on tahistatud vastavalt T
injektsioonimoodul ja Q siirjektsioonimoodul.

Kui ruumid X, Y ja Z on isomorfsed, siis teoreemist 5 jareldub,
et ruum X rahuldab M(d()?,Y)’ d(Xy)Sd(X’Z))—v()rratust, kus d(-, ")
tahistab Banach-Mazuri kaugust.
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