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1. Sissejuhatus

Igaiiks on matemaatikat 6ppides pidanud métlema kiisimusele: mis
on nurk? Ja kui tiitipvastusest ,nurk on geomeetriline kujund,
mis koosneb iihise otspunktiga kahest kiirest* viheks jdib, tekib
vajadus sellise definitsiooni jdrele, mis voimaldab kergesti nurki
omavahel vorrelda, moota (mis on nurga suurus?), rakendada
trigonomeetriat.

Trigonomeetrilised funktsioonid. Mis nad 6ieti on? Koolis 6pi-
takse, et ,,teravnurga siinus on vastaskaateti pikkus jagatud hiipote-
nuusi pikkusega“. (Analoogselt siis koosinuse kohta.) Sellise definit-
siooni korral tekivad kiisimused, mis juhtub t#isnurkse kolmnurga
pooramisel ja skaleerimisel, kuidas dra tunda, et iiks (sama terav-
nurgaga) kolmnurk on teisest saadud nurki siilitavate manipulat-
sioonide teel, ja milline oleks iileiildse nurga siinus, kui ta pole te-
ravnurk. Téisnurkseid kolmnurki kasutades oleks vist véimatu neid
kiisimusi lahendada korraga elegantselt ja vettpidavalt (rigorously).

Matemaatiline analiitis pakub iihe lihtsa péisetee. Defineerime

3 45 2 4
sint=t—t—+t——..., cost=1—t—+t——..., teR.
3! 5! 2 4!
Aga siin pole justkui iihtki nurka ega tema haarasid (ka mitte
ilmutamata kujul), ainult rea osasummad ja piirvéértus. Ei ilmne,
kuidas voiks nurki liita geomeetriliselt. Nii ka ei ole hea.

Voiks vaadata iihikringi, arvutada nurgale vastava sektori kaa-
repikkusi, pindalasid... See tdhendab mingis mahus mé6duteooria
(kaare pikkus, pinnatiiki pindala) viljaarendamist, mis on jillegi
kohmakas. Vi siis diferentsiaalvorrandid, mis oleks kiill vettpidav
meetod siinuse ja koosinuse defineerimiseks reaalteljel, aga see
jataks ikkagi geomeetria tahaplaanile. (Kui ma tahan midagi arvata
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kahe kiire v6i vektori ,, vahel “ toimuva kohta, miks ma peaks vajama
tuletist?)

Kiesolevas artiklis pakutakse vélja alternatiivsed nurga ja tema
trigonomeetriliste funktsioonide definitsioonid, mis iihelt poolt
on matemaatiliselt vettpidavad ega kasuta piltlikke arutelusid,
aga teiselt poolt ei néua ei modduteooriat, astmeridu ega isegi
mitte tuletisi. Nurga definitsioonist ilmneb, millised on nurka
moodustavad vektorid (nurga haarad). Originaalartikkel on [1], siin
esitame pohiliselt ideed ega tee koiki detaile ega toestusi 1dbi.

2. Nurga moiste. Nurga siinus ja koosinus

Selles alapeatiikis defineerime nurgad kui nullist erinevate vektorite
paaride teatavad ekvivalentsiklassid.

Definitsioon 1. Tihistame X = R? \ {0} ning vaatame hulgal
X x X jargmist seost (olgu tdhistatud & = (x1,22),u = (u1,u2),
y = (y1,2),v = (v1,02)):

T1ui+T2u2 _ Y1V1+Y2v2

~ lel-fwl— fyl-lvl
(@, u)~(y,v) < Tiug—Tou1 _ Y1U2-Y201
lao]|-lae] lyl-ol -

Lause 1. Seos ~ on ekvivalentsusseos.

Definitsioon 2. Kahe vektori @, u € X vaheliseks nurgaks nime-
tame ekvivalentsiklassi [, u] := [(x,w)]. Nurkade hulga t&histame

siimboliga A =X XX

Definitsioon 3. Nurga [z, u] € A siinus ja koosinus olgu definee-
ritud vastavalt

T1UQ — T2U1 T1U1 + To2Uu

Sin[x, u] = , Cos[z,u] :=

2] [l l] - Jul -

Definitsioon [3| on koostatud nii, et koosinus klapiks skalaarkor-
rutamisega: juhul, kui skalaarkorrutamine on (x,u) = xjuj + zous,
saame kirjutada, et

(2, u) = |z| - |u] - Cos[z, u].
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Siinus on valitud nii, et ta oleks tdiendusnurga koosinus: kui w =
(u2,—uq), siis Sin[z, u] = Cos[z, u].

Sellised siinuse ja koosinuse definitsioonid on korrektsed, sest
nende vidrtused ei soltu ekvivalentsiklassi esindaja valikust (seda
garanteerib seose ~ definitsioon).

Mérgime, et eukleidilistes ruumides on nurkade sissetoomine
niimoodi alati kiinudki: vektorite & ja w vahelise nurga koosinus
defineeritakse kui % Nurga suuruse leidmiseks votame siis
arkuskoosinuse. Ent sehine definitsioon on poolik, kuna nii voime
saada ainult nurki intervallist [0, 7]. Siinuse lisamine on tingimata
vajalik, et katta kogu taispoore.

Lause 2 (Cauchy—Schwarzi vorratus). Mistahes kahe vektori x,w €
X korral kehtib vorratus

Cauchy-Schwarzi vorratuse tottu on definitsioonis 3] toodud
siinuse ja koosinuse vé#rtused 16igul [-1,1].

Vahetu kontroll néitab, et nurk on invariantne tema haarade
skaleerimise ning podrete suhtes:

e kui k,[>0, siis [kz,lu] = [z, u];

e kui a,b on sellised reaalarvud, et a® + b = 1, ning

y1\ (b —a)\[z1 vy (b -a)fu1
y2) \a b J\x2)’ va] \a b ) \usg
(nn poordemaatriks), siis (y,v) ~(x,u), |yl = =/, |v] = |u|;

e esimeseks vektoriks voib valida millise tahes nullist erineva
(ithik)vektori. Naitame seda vektori (1,0) jaoks, muude vek-
torite korral on arutelu analoogne. Mistahes (x,u) € X x X,

22 +123 = 1, korral leiame podrdemaatriksi: iihese lahendi (a, b)
vorrandisiisteemile

)= 7)) 2)6)
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Edaspidi eeldame, et koigi ekvivalentsiklasside esindajad on
ithikvektorite paarid.

Lause 3. Saame, et

Sin[[(1,0), (u1,u2)] = u2, Cos[(1,0), (u1,u2)] = us.

3. Nurkade liitmine. Konkreetsete nurkade
trigonomeetriliste funktsioonide viartused

Defineerime nurkade summa jargnevalt: pdérame nurki nii, et
esimese nurga teine haar iihtiks teise nurga esimese haaraga. (Kuna
eeldame, et koik haarad on iithikvektorid, siis on selline iihitamine
voimalik.)

Definitsioon 4. Olgu [x,u],[u,v] € A. Defineerime nurkade
[z,u] ja [u,v] summa kui

[z, u] + [u, v] = [x,v].

On voimalik anda suvaliste esindajatega nurkade (ekvivalentsi-
klasside) summa valem, ent see on iisna kohmakas; tdestuse idee on
podrata teine nurk nii, et haarad klapiks. Mérgime &ra jargmised
omadused:

o [z, u] +[u,z] = [(1,0), (1,0)],

o [(1,0),u] +[(1,0),v] = [(1,0), (—ugvy + usvy, utvs + ugvy )],
o [(1,0),u] +[(1,0), (1,0)[= [(1,0), ],

o [(1,0),u] +[(1,0), (u1, ~u2)] = [(1,0), (1,0)].

Niiiid on piisavalt motivatsiooni tuua sisse jirgmised téhistused:
e 0=[(1,0),(1,0)],

e mistahes nurga a = [(1,0), (u1,u2)] korral tdhistame
o= H(lu 0)) (u17 _UQ)]]y
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e mistahes nurkade «, 3 € A korral tdhistame a— 8 = a+ (=3).

Teoreem 1. (A,+) on Abeli riihm.

Jargnevalt uurime nurkade kordseid, summasid ja poolnurga
valemeid.
Mistahes tédisarvu n ja nurga « € A korral tdhistame

a+...+a, kuin>0,

| —
no = n liidetavat

0, kui n =0,

(-n)a, kui n < 0.

Lause 4. Mistahes kahe nurga o, 8 € A korral kehtivad vérdused:
Sin(-«) = -Sina,
Cos(-a) = Cos «,
Sin(a £ ) = Sina Cos 8 + Sin  Cos a,
Cos(a £ ) = CosaCos B F Sin a Sin 3,
Sin2a = 2Sin a Cos
Cos2a = (Cos a)? - (Sina)?.

Toestame iihe véidetest, teiste toestus on analoogne.

Vorduse Cos(a — 3) = Cosa Cos 3+ SinaSin 3 toestus.
Olgu Q= [[(170)711’]] ja‘ 5 = II(170)7U]] Nitud _B = [[(170)7 ("Ul,—’l)g)]]-
Niisiis

a-pF=a+(-5)=[(1,0), (ugvy + ujvy, —u1v2 + ugvy)].
Lause [3] annab, et

Cos(a— ) = ugve + u1v; = SinaSin 5 + Cos a Cos f. O

Nurka < = [(1,0), (0,1)] nimetame tdisnurgaks ning nurka
w= [(1,0),(-1,0)] nimetame sirgnurgaks. Saame, et Cos 4= 0,
Sin =1 ning Cos »= -1, Sin »= 0.
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Lause 5. Mistahes nurga o € A korral kéik nurgad § € A, mis
rahuldavad tingimust 28 = «, on kujul

(1’0)’i( 1+Cosa,(sgnSina) 1—Cosoz)]] ,
V 2 V 2
ehk
1 1-
|l(1,0), \/ #, (sgnSina)y/ %)ﬂ +k-~, ke{0,1},

1, kut x > 0,

-1, kuix<O.

kus sgnx = {

Toestus. Selleks, et leida koik nurgad g, mille korral § + 8 = «,
tihistame 8 = [(1,0), u], leiame 283 = [(1,0), (u? — u3, 2uius)] ning
lahendame vorrandisiisteemi

(u? —u3, 2uyus) = (Cos a, Sin o), ut +us = 1. O

Téahistame
Ap={aeA:Sinae[0,1], Cosa €[0,1]}.

Jiargnev lause néiitab, et siinuse ja koosinuse viirtused on
itheselt méidratud nende kiditumisega nn esimeses kvadrandis Ag.

Lause 6. Mistahes nurga o € A korral kehtivad vordused

Sin(4 -a) = Cos a,

Cos(n —a) =Sina,
Sin(2- & —a) = Sin«,
Cos(2- 4 —a) = -Cosa,

Sin(2- 4 +a) = - Sina,
Cos(2- 4 +a) =-Cosa,
Sin(4- 4 -a) = -Sine,

Cos(4- 4 —a) = Cosa,
Sin(4- & +a) = Sin,
Cos(4- & +a) = Cos av.
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Peatiiki 1opetuseks leiame moned siinuse ja koosinuse konkreet-
sed viartused ning toome sisse seose arvuga 7.

Paneme téhele, et lause 3| kohaselt, kui o = [(1,0), u] on selline
nurk, et uj,ug € (0,1), siis Sina = ug > 0 ja Cosa = u; > 0. Seega
defineerime esimese kvadrandi nurga poolnurga nii, et see asuks
samuti esimeses kvadrandis.

Definitsioon 5. Mistahes nurga « € Ag korral tihistame

_:N(LO),(\/I+(2losa7\/1—gosoz)]].

Muuseas siis 5 H(l 0), ( )]]

Jéargmine lause on vahetu Jareldus omadustest, mis esinevad
lauses 4l

Lause 7. Mistahes nurkade o, 8 € Ag korral, kus O‘*B e Ay, kehtivad
valemid:

SinaiSinB:2Sina;ﬂ-COS ;6,
Cosa+CosB:2CosOh2Lﬁ-Cos 26,
Cosa—Cosﬁ:—2SinOh2LB-Sln 25

Niitid saame arvutada siinuse ja koosinuse védrtused koigi
nurkade jaoks, mis on tédisnurga <« diaadilised kordsed, ehk koigi
nurkade jaoks hulgast D- <, kus

m
D:{2—k:keNu{O},meZn[O,2k]}.

Sammud selle teostamiseks on jargmised: poolitada tédisnurka k
korda ning seejérel liita m eksemplari kokku.

On tuntud fakt, et D = [0, 1], see tdhendab, hulk D on kaikjal
tihe 16igus [0,1].

Tépsed valemid tdisnurga 27%-nurga trigonomeetriliste funkt-
sioonide véartuste jaoks on jargmised.
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Lause 8. Mistahes k € N korral kehtivad valemid

Sln( ) \/2 \/2+ Vor. . +v2,

k juuremdrki

COS( ) \/2+\/2+ Vo2i.. . +v2.

k juuremdrki

Lisaks sellele,

)

Sin( 4 :
— on kahanevad mning
Cos( 2L

(2’€ k

b

1) jadad (Sin(gik-‘\))k ja (

koonduvad arvuks 0;

Sin(iﬁ )

i Egin (L. i ko ZAok 1)

2) jada (2 Sln(2k ‘\ ))k on kasvav, jada (2 Cos(21k~‘\))k on
kahanev ning need kaks jada koonduvad samaks piirvidrtuseks
II> 0.

Valemid saab téestada induktsiooniga. See lause on sisuliselt on
iilliopilaste matemaatikavoistluse IMC 2001 teise péeva iilesanne 2
[4]. Toestuse kiigus selgub ka, et IT > 2a; = 2v/2 ja I1 < 2b1 = 4

Markus. Viete’i valem

V2ev2evar. <o

ﬁ vV 2+ \/5 24+V2+ \/§ k juuremérki
2 2 2 2

=lim
Tk
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périneb juba aastast 1593 [3]. Ent lause (8] kohaselt

V2ev2evae. <

ﬁ 2+ \/§ 24+\V2+ \/§ k juuremsrki
5 ..

_ Sin(y) 1 L2
S 26Sin (k-4 )  2¢Sin(Fs) I

Maérkuse tottu tahistame edaspidi 7 = II.

Peatiikis toodud ideid saab kasutada ka muude nurkade leid-
miseks. Néiteks, arutledes analoogselt lausega [5) voib leida koéik
nurgad « nii, et o+ a+a =5. Osutub, et ainus selline nurk hulgast

Ag on [(1,0), (2, H)]-

4. Siinus ja koosinus reaalteljel

Selle alapeatiiki eesmérk on leida (funktsioonide Sin,Cos baasil)
funktsioonid s, c:R — R, mis rahuldavad jargmise teoreemi eeldusi.

Teoreem 2 (artikli [2] pdhitulemus). Mistahes mittekonstantsete
pidevate funktsioonide s,c:R — R korral, mis rahuldavad kaht
tingimust

1) Vo,ye R c(x-y) =c(x)c(y) + s(z)s(y),

2) lim s(z)

z—-0+ X

kehtib

:1’

2n+1 2n

s(x) = Z( )"(2 L o(x) = Z( 1)”2 T zeR,
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see tahendab, s ja c dihtivad vastavalt ,tavapdrase“ siinuse ja
koosinusega.

Reaalarvu a ja positiivse reaalarvu b korral mérgime tihisega
a mod b vihimat mittenegatiivset arvu ¢ nii, et b | a — ¢ ehk mille
korral leidub tdisarv x nii, et bx = a — ¢. (Selline arv ¢ alati leidub,
sest hulk {z € Z:a~bx > 0} on mittetiihi: nimelt a~b-|~|a|-[+]] > 0.)
Vaatame rithma (R, +) tavalise liitmise suhtes.

Lause 9. Iga riihmade homomorfism ¢:R — A (s.t. funktsioon,
mis sdilitab rihma tehte), mille korral p(%) =%, on tdielikult
mddratud ahendiga go\[oﬁg]. Sama kehtib ka vastavate kompositsioo-
nide Sin oy, Cosop:R - R kohta.

Toestus. Vahetu kontroll:

p(m) =p(F+5)=¢(5) +p(5) =5 + 5=,
p(2m) =2p(m) = + =0,

seega mistahes arvu x € R korral kéigepealt
o(x) = p(z mod 27),
ning edasi, eeldades, et x € [0,27), saame, et

@(x):¢($m0d3+{%J-§)mp(wmodg)+{%J-<\7

2 2

kus [%J =1,2,3 vastavalt kui v € [F,7), € [T, 37”), vOi x € [%’r,QW).
2

Tépsed taandamisvalemid Sing(x) jaoks Cosp(x) (kui argu-

ment on z € (§,27)) saab téotada vilja lause |§| baasil. O

Jiargnevalt on meie iilesanne néidata, et vihemalt {iks selline
rithmade homomorfism ¢ leidub ning et funktsioonid Sineoy ja
Cosop rahuldavad teoreemi [2| tingimusi. Ko&igepealt veel mdned
tingimused, mida selline ¢ peab kindlasti rahuldama.
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Lause 10. Olgu ¢:R — A selline rihmade homomorfism, et
¢(5) =5. Arvu § iga diaadilise kordse 5 - 5 € D - 5 jaoks kehtib

oF 5=

Teoreem 3. Olgu p:R — A selline rihmade homomorfism, et
©(5) =5 . Mistahes arvu x € (D -5) ~ {0} korral kehtib

0<z(Cosp(x)) <Sinp(z) <.

Kahe viimase tulemuse toestus on induktsioon nimetaja asten-
daja k jérgi, teoreemis hiljem ka lugeja m jargi. Jargnev lause
néditab aga, et siinus ja koosinus on monotoonsed ja pidevad
taisnurga diaadiliste kordsete hulgal, luues eelduse nende pidevaks
jatkamiseks tédisnurga koigile (murdarvuliste) kordsetele.

Lause 11. Olgu p:R — A selline rihmade homomorfism, et
©(5) =5. Mistahes arvude x,y € D -5 jaoks kehtivad vorratused:

Cosp(z) > Cosp(y),
r<y = . i
Sin¢(x) < Sin(y),
ning
|Cosp(z) - Cosp(y)l <lz—yl,  [Sing(z) -Sinp(y)| < |z -y
Toestus. Paneme tihele, et kui t,t" € D (eeldame, et t > t), siis

o(t-5)xo(t'-%) _ta =t (txt)S

2 2 2
t+t t+t
()
kuna t_Tt/ eD.

Niiiid, kui y > = (mistottu ka yiTx € D7), saame lause [7] ja
teoreemi [3 kohaselt, et

Sinp(y) - Sinp(z) =2 (Cos M) : (Sin M) >0,

Cos p(y)—Cos p(x) =2 (Sin M) . (Sin M) <o,

wola
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Jarelikult

[Cos p(x) = Cosp(y)] = 2

giy P(2) +0(y) ‘ ' ‘Sin () ~o(y) ‘
2 2

2

<

X

x - y| )
siinuse jaoks on toestus analoogne. O

Vahetu jéareldusena saame jéargmise lause.

Lause 12. Olgu ¢:R — A selline rihmade homomorfism, et
©(5) =5. Olgu (x,) ja (x,) jadad, mille elemendid kuuluvad hulka
D- 3. Kehtigu lim,(x, —x;,) = 0. Siis

lim(Cos p(z,) — Cos p(z},)) =0,

lim(Sin ¢ (x,) - Sinp(z},)) = 0.

Teoreem 4. Olgu p:R — A selline rihmade homomorfism, et
90(%) =4 . Siis funktsioonidel

(D-5)>x+ Sinp(x)€[0,1]
ja

(D-5)>x+w Cosp(x)e[0,1]
leiduvad fihtlaselt pidevad jitkud l6igule [0, 5]

Teoreemi toestuse pohiline idee on mérgata, et mistahes ¢ € [0,1]
korral piirvaartused

lim Cosp(t, - 5), limSing(t,-3), theD, t,—>t. (1)
n n
leiduvad ning ei soltu jada () valikust.

Definitsioon 6. Defineerime funktsiooni ¢:R - A jargmisel viisil:

e mistahes arvu t € D jaoks defineerime ¢(t-5) =t 4,
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e mistahes arvu z € [0, 5] defineerime
o(x) = (lim Sin p(zy, ), lim Cos ¢(zy,)),

kus (z,) on mingi jada elementidega hulgast D - ja piir-
vaartusega x,

e mistahes arvu z € R, korral defineerime

p(x) = p(x mod (27)),

J““‘

s(x) =Sinp(x), c(z)=Cosp(x), z eR.

ning kui z € [0, 27), siis

o(x) = p(x mod g) + {

SETR

Tahistame

Lause 13. Definitsioonis[f] esinev funktsioon ¢ on riihmade homo-
morfism.

Lause [4] tottu juba kehtibki jirgmine teoreem.
Teoreem 5. Mistahes arvude x,y € R korral
c(z-y) = c(z)e(y) + s(x)s(y).
Jargneva teoreemi saab toestada vahetult teoreemi |3| baasil.

Teoreem 6. Leiab aset koondumine

lim M =1.
z—0+ I

Teoreemi [2| kohaselt on lopule viidud funktsioonide s ja ¢
ithitamine ,,tavalise“ siinuse ja koosinusega.
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5. Arkusfunktsioonid

Toodud kasitlus annab voimaluse defineerida ka arkusfunktsioonid.
Toome &ra vastavad tulemused.

Lause 14. Funktsioonid s ja c hulgast [0,5] hulka [0,1] on
bijektsioonid.

Injektiivsuse toestuseks naidatakse, et siinus ja koosinus on ran-
gelt monotoonsed, siirjektiivsus jireldub Bolzano—Cauchy teoree-
mist (intervallis [a,b] pidev funktsioon f saavutab koik vidrtused

f(a) ja f(b) vahel).

Lause 15. Funktsioonid s:[-%,%] - [-1,1] ja c:[0,7] - [-1,1] on
bijektsioonaid.

Selle toestamiseks vaadeldakse eraldi vastavusi (siinuse puhul)
[_gvo] - [_170] ja [07 %] - [07 1]'

Lause voimaldabki defineerida siinuse ja koosinuse poord-
funktsioonid. Nende ldhtehulk on [-1, 1], nad on molemad pidevad
ning rangelt monotoonsed.

On jdénud veel lahendamata kiisimus, kas koik nurgad (hulga
A elemendid) on mingi reaalarvu kujutised homomorfismi ¢ korral.
Selle lahendab jargmine lause.

Lause 16. Rihmade homomorfismi ¢:R — A ahend

PI[0,2m) [Oa 277—) - A

on rihmade isomorfism.

T

Toestus. Piisab niidata, et cp|[0’%]: [0, 5] = Ap on bijektiivne. Kuna
s ja c on selles intervallis bijektiivsed, siis on ¢ injektiivne. Niiiid
mistahes nurga a = [(1,0), (u,v)] korral, kus u? + v? = 1 ja u,v €
[0,1], kehtivad sinz = u ja cosz = \/1-(sinz)? = V1-u2 = v,
jarelikult o(x) = a. O

Lause [16| voimaldab defineerida nurga o suuruse kui

(90|[o,27r])_1 (a) € [0,27).
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prob_sol2.pdf, vaadatud: 17. mail 2025.
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