Toendosusjaotuste lidhendamine hulkadega

MEeELIS KAARIK
Tartu Ulikool

Toendosusjaotuste ldhendamine hulkadega on oluline iilesanne
nii klassikalises statistikas ja téenfosusteoorias kui mitmetes prakti-
listes valdkondades. Teatavasti on ka sellised tuntud karakteristikud
nagu juhusliku suuruse keskvéiirtus ja mediaan tema parimad
ithepunktilised ldhendid vastavalt ruutkauguse voi absoluutse kau-
guse mottes. Kdesolevas t66s vaadeldakse selle klassikalise iilesande
kaugeleulatuvat tildistust, seda nii lahendhulkade valiku, kaofunkt-
siooni kuju kui ka pohiruumi enda osas.

Voimalike ldhendhulkade valik on viga lai. Tuntumad néited
on k-punktilised hulgad, sirged, tasandid, aga ka erinevad koverad
ja pinnad. Koige siigavamad tulemused on kirjanduses seni saa-
dud juhul, kui klass A koosneb k-punktilistest hulkadest. Selliste
lahendhulkadega on tegemist néiteks kvantimise (analoogsignaali
muutmine digitaalseks) korral. Suhteliselt hésti on lahendatud
optimaalsete k-hulkade olemasolu, nende koondumise jt. kiisimused
(vt. [12], [3], [8]). Lahendhulkade koondumise probleem tekib siis,
kui ldhendhulgad on optimaalsed mootude jada { P, } suhtes, kus P,
koondub (norgalt) méoduks P. Kirjeldatud situatsioon on praktikas
viga levinud: nimelt on statistikas enamasti vaja hinnata tildkogumi
kriteeriume, aga voimalik on kasutada ainult valimist saadud
informatsiooni. On ilmne, et valimi karakteristikute koondumine
iilldkogumile vastavaks karakteristikuks on igati soovitav omadus,
mille toestamine {ildjuhul aga pole sugugi triviaalne iilesanne.
Seejuures on teada fakt, et valimi tekitatud empiiriline jaotus
koondub nérgalt iildkogumile vastavaks jaotuseks toendosusega 1.
Eelpool mainitud t66des ongi vaatluse all just empiirilised méodud
P,, ning viitekirja iiks iilesanne oligi késitleda iildisemat juhtu,
mis haaraks ka néiteks ergoodiliste protsesside poolt indutseeritud
moote.

Seoses arvutustehnika véimsuse pideva kasvuga on jirjest enam
hakatud uurima ka keerulisemaid mudeleid kui k£ punktiga ldhen-
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damine. Jaotuste ringjoontega ldhendamise probleem on kerkinud
mitmetes eri valdkondades. Huvitavaks néiteks on siin ithe Antiik-
Kreeka staadioni rekonstrueerimine osaliselt siilinud stardiraja
jargi ([16]). Léhendamine ringjoonte ja ellipsitega on oluline teema
fiitisikas osakeste kiirendamisel magnetviljas, astronoomias ([11]),
lennukitéostuses, metroloogias, helilainete uurimisel ([17]) ja mujal.

Matemaatiliselt saame uuritava {ilesande kirja panna jargmiselt.
Olgu antud juhuslik element X jaotusega P separaablil meetri-
lisel ruumil (S,d) ja olgu A ruumi S teatud alamhulkade hulk.
Léhendhulka A € A nimetame optimaalseks (jaotuse P mottes),
kui ta minimiseerib jargmise kaofunktsiooni:

W(A7 P) = E(p(d(X, A)):

kus d(z, A) on kaugus punkti z ja ldhendhulga A vahel ja hélbe-
funktsioon ¢ annab lahendhulgale tema kauguse pohjal “hinde”.
Toos piistitatud pohikiisimused olid:
1) millal optimaalne lihendhulk iildse leidub?

2) kas kaofunktsioonide infiimumvéértuste (“parimate hinnete”)
jada koondub?

3) kas optimaalsete lihendhulkade jada {A,} koondub?

Paneme tdhele, et “parimate hinnete” kéitumise uurimine on
sageli olulisemgi kui optimaalsete ldhendite endi uurimine. Nimelt,
tihti on meil lihtsalt vaja jaotuse P, podhjal leida jaotuse P jaoks
“piisavalt hea hindega” lahendit. Sellise iilesande piistituse korral ei
olegi niivord oluline see, kas P,-optimaalsed ldhendid koonduvad,
tiahtis on, et just “hinnete” jada koonduks (vt. néiteks [18]).

Toodud probleeme on iisna laialdaselt uuritud ka varem ([12],
(1], [3], [4], [13], [14], [2], [8], [9]). T60 eesmirk oli iildistada seniseid
tulemusi antud valdkonnas kahes pohisuunas:

e valides voimalikult laia ldhendhulkade klassi A;

e tehes voimalikult vihe kitsendusi mootudele {P,} ja P, et
kaasata ka praktikas olulisi mitte-empiirilisi moote (kaasatud
on néiiteks ka ergoodiliste protsesside poolt genereeritud
modtude jadad).
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To66 tulemused véib jagada kahele pohilise iildistuse tasemele.
Esmalt on uuritud jaotuste ldhendamist suvalise ldhendhulkade
klassi ja separaabli meetrilise ruumi S korral. Sellistel iildistel eel-
dustel onnestus toestada kaofunktsioonide optimaalsete viirtuste
(“parimate hinnete”) koondumine — iiks piistitatud pohieesmérke.
Toodud teoreem (koos mitmete kaasnevate tulemustega) iildistab
paljusid varasemaid samalaadseid tulemusi (vt. [12], [1], [14], [18]).

Edasi on ldhemalt vaadeldud kahte vordlemisi laia lahendhulkade
klassi: teatud tiiiipi tokestatud hulgad ja parameetrilised hulgad.
Molema klassi korral said positiivse vastuse kaks iilejddnud pohi-
kiisimust: téestatud on optimaalsete ldhendhulkade leidumine ja
koondumine 16plikuméotmelises normeeritud ruumis.

Saadud tulemused on edasiarenduseks artikli (Ké&arik, 2000)
tulemustele, kus vaadeldi jaotuste ldhendamist sfiadridega, samuti
on nad iildisema iseloomuga vorreldes teiste varasemate tdotdega
selles vallas (vrdl. [12], [1], [2], [15]).

Viitekirjaga seotud teemadel on tehtud ettekanded Vilniu-
se Ulikooli matemaatika-informaatikateaduskonna tdensiosusteooria
seminaris (detsembris 2004) ja Leedu Teaduste Akadeemia Mate-
maatika ja Informaatika Instituudi tden&osusteooria seminaris (det-
sembris 2004), samuti konverentsil 9th International Vilnius Con-
ference on Probability Theory and Mathematical Statistics (juunis
2006). Lisaks véitekirjale on sel teemal avaldatud ka kolm artiklit:

[5], [6], [7].
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